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an Deterministik dan Risiko Kematian Menggunakan Multi-Period Mean-
Varian; Ketua Komisi Pembimbing: Isnani Darti, Anggota: Abdul Rouf
Alghofari.
Secara mendasar, program dana pensiun dibagi menjadi dua macam, yaitu
program dana pensiun manfaat pasti dan program dana pensiun iuran
pasti. Berbeda dengan program dana pensiun manfaat pasti, program
dana pensiun iuran pasti membutuhkan pengawasan yang lebih terhadap
manajemennya. Manajemen pengalokasian aset adalah salah satu per-
masalahan yang harus diwaspadai karena berhubungan dengan risiko yang
ditanggung oleh anggota dana pensiun. Pengalokasian aset dalam peneliti-
an ini difokuskan pada pendapatan deterministik dan risiko kematian. Model
yang digunakan dalam permasalahan adalah model multi-period mean-
varian. Hasil analitik untuk strategi investasi efisien dan batasan efisien
diperoleh dengan menggunakan metode pengali Lagrange, transformasi
variabel state dan kontrol optimal stokastik. Simulasi numerik disajikan
untuk mengilustrasikan hasil analisis. Pada simulasi dimana prosentase
iuran (ck) dan intensitas kematian (β(s)) lebih besar 0 menunjukkan bahwa
semakin besar prosentase iuran yang diberikan, semakin besar ekspektasi
dari kekayaan dana pensiun dan risiko yang ditanggung, sedangkan ketika
intensitas kematian semakin tinggi, ekspektasi dari kekayaan yang didapat-
kan semakin rendah dengan risiko yang semakin tinggi. Pada simulasi di-
mana ck = 0 dan β(s) > 0 diperoleh bahwa semakin besar intensitas ke-
matian, ekspektasi kekayaan terakhir dan risiko yang ditanggung semakin
kecil. Pada simulasi dimana β(s) = 0 dan ck > 0 diperoleh semakin besar
prosentase iuran, semakin besar pula ekspektasi kekayaan terakhir dan
risiko yang ditanggung. Pada keseluruhan simulasi menunjukkan bahwa se-
makin besar prosentase iuran maupun intensitas kematian, semakin besar
pula jumlahan yang diinvestasikan untuk aset ke−1 dan untuk aset lebih
dari 1 semakin kecil dan jika bernilai negatif berarti dilakukan pengembalian
investasi.
Kata Kunci: Program dana pensiun, model multi-period mean-
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University, 3 January 2018. Defined Contribution Fund with Deterministic
Income and Mortality Risk by Applying Multi-Period Mean-Variance.
Supervisor : Isnani Darti, Co-supervisor : Abdul Rouf Alghofari.
Basically, the pension fund is divided into two types, namely the defined
benefit (DB) pension fund and the defined contribution (DC) pension fund.
Unlike DB pension fund, DC pension fund require more attention for
its management. Asset allocation management of DC pension fund is
one of the problem to watch out for because it relates to the risk that
borne by the pension fund members. The asset allocation in this study
focused on deterministic income and mortality risk. The model used in
the problem is the multi-period mean-variance model. Analytical results for
efficient-investment strategy and efficient-frontier are obtained by applying
Lagrange multiplier method, state-variable transformation and stochastic
optimal control. Numerical simulations are presented to illustrate the
analytical results. The simulation with the percentage contribution (ck) and
mortality intensity (β(s)) greater than 0 shows that when the percentage of
contributions higher, the expectations of the pension fund wealth become
greater and the risks as well, when the intensity mortality higher, the
expectations of the pension fund wealth become lower and the risk become
higher. The simulation with ck = 0 and β(s) > 0 found that when the mortality
intensity higher, the expectations of the pension fund wealth become higher
and the risk become lower. The simulation with β(s) = 0 and ck > 0
shows that when the contributions percentage greater, the expectations of
the pension fund wealth become higher and the risks as well. All simulations
note that when the contributions percentage and the mortality intensity
higher, the invested amount for the first asset become larger, while the
assets over 1 become smaller and if the value are negative, the investment
will be returned.
Key Words: Pension fund, multi-period mean-variance model,
deterministic income, mortality risk, Lagrange multiplier.
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Asuransi dana pensiun merupakan salah satu dari beberapa bentuk
upaya perencanaan usia senja. Adapun tujuan dari dana pensiun yang di-
selenggarakan adalah untuk menjamin kesejahteraan kehidupan seorang
individu agar memiliki kehidupan yang terjamin ketika memasuki masa
pensiun. Masa pensiun adalah masa dimana seseorang menghadapi pe-
nurunan produktivitas dan penurunan kesehatan. Karena alasan inilah, ke-
beradaan asuransi dana pensiun sangatlah dibutuhkan untuk menunjang
kehidupan ketika seseorang menghadapi penurunan produktivitas dan ke-
sehatan.
Secara umum terdapat dua tipe dana pensiun, yaitu dana pensiun
manfaat pasti dan dana pensiun iuran pasti (Winklevoss, 1976). Dana
pensiun manfaat pasti adalah dana pensiun yang mempunyai jumlah
manfaat yang ditentukan (Winklevoss, 1976). Manfaat ini ditentukan di
muka oleh penanggung dan iuran juga ditetapkan serta disesuaikan dengan
manfaat untuk memastikan iuran dan manfaat berada dalam keadaan yang
seimbang. Sedangkan dana pensiun iuran pasti merupakan dana pensiun
dengan iuran yang ditetapkan dan disisihkan setiap periodenya. Untuk
manfaatnya tergantung skala akumulasi dan pengembalian investasi (Yao,
dkk., 2014).
Awal mulanya, dana pensiun manfaat pasti lebih disukai oleh pegawai
karena pada praktiknya dana pensiun manfaat pasti memiliki risiko yang
ditanggung oleh pihak penanggung dan juga memiliki manajemen yang
1
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tidak rumit jika dibandingkan dengan dana pensiun iuran pasti (Yao, dkk.,
2014). Akan tetapi karena permasalahan population aging yaitu keadaan
dimana penduduk usia non-produktif semakin bertambah dan risiko umur
panjang yang mengakibatkan seorang pensiunan berpotensi kehabisan
dana pensiunnya, dana pensiun iuran pasti semakin banyak diminati (Yao,
dkk., 2014). Hal ini disebabkan karena dana pensiun iuran pasti sangat
cocok digunakan untuk investasi jangka panjang dengan alasan investasi-
nya relatif memberikan hasil yang cukup baik (Mas’ud dan Prastiwi, 2004).
Banyak negara mengubah seutuhnya atau beberapa skema dana
pensiun manfaat pasti menjadi dana pensiun iuran pasti (Yao, dkk., 2014).
Sebagai contoh, di Indonesia program dana pensiun yang dikelola oleh
swasta banyak yang menggunakan prinsip dana pensiun iuran pasti, seperti
badan pengelola Jamsostek dan Dana Pensiun (Nelli, 2010). Dikarenakan
banyak negara yang menggunakan dana pensiun iuran pasti, penelitian me-
ngenai dana pensiun iuran pasti ini banyak dilakukan.
Vigna (2011) meneliti tentang manajemen-manajemen investasi dana
pensiun iuran pasti multi-period selama fase akumulasi dan mendapatkan
strategi investasi optimal melalui program dinamik. Blake, dkk. (2013) me-
neliti mengenai pengalokasian aset secara optimal yang diterapkan pada
dana pensiun iuran pasti. Yao, dkk. (2014) meneliti mengenai pengalokasi-
an aset untuk dana pensiun iuran pasti dengan menggunakan model multi-
period mean-varian dan menggabungkan pendapatan stokastik dan risiko
kematian ke dalam model. Model mean-varian yang ditemukan oleh Harry
Markowitz ini merupakan model yang pertama kali digunakan untuk me-
nemukan keseimbangan antara return dan risiko dengan meminimumkan
risiko dan memaksimumkan return (Markowitz, 1952). Varian pada model
ini didasarkan pada periode, baik periode tunggal ataupun multi-period.
Periode tunggal hanya mempertimbangkan satu periode iuran, sedangkan
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multi-period memperhitungkan setiap kali periode iuran dengan memper-
timbangkan kekayaan sebelum dan kekayaan sesudah iuran.
Penelitian mengenai dana pensiun manfaat pasti telah dilakukan
oleh Hainaut dan Devolder (2007), mereka mempertimbangkan kebijak-
an pembagian yang optimal dan alokasi dana pensiun manfaat pasti
menggunakan kematian stokastik dengan model random walk process.
Josa-Fombellida dan Rincon-Zapatero (2008) meneliti mengenai investasi
optimal dan strategi iuran pada dana pensiun manfaat pasti. Ai, dkk. (2015)
mengembangkan kerangka konseptual dan desain ukuran risiko program
pensiun manfaat pasti untuk para penanggung dana pensiun.
Pendapatan tidak hanya dapat bertumbuh secara stokastik saja, akan
tetapi dapat bertumbuh secara deterministik. Eisenberg, dkk. (2013)
meneliti mengenai pendapatan deterministik, dimana dalam penelitian-
nya dikemukakan konsumsi optimal berdasarkan pendapatan deterministik.
Eisenberg (2016) mengembangkan penelitiannya dengan menambahkan
tingkat bunga deterministik dan stokastik. Dalam hal ini proses deterministik
digunakan untuk memodelkan surplus dengan fungsi kontinu. Untuk proses
stokastik digunakan untuk fungsi diskon (Eisenberg, 2016).
Berdasarkan uraian yang telah dikemukakan sebelumnya, penulis ingin
menggabungkan penelitian Yao, dkk. (2014) dengan penelitian Eisenberg,
dkk. (2013). Oleh karena itu pada penelitian ini akan dikemukakan tentang
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian dalam model multi-period mean-varian sebagai gabungan dari ke-
dua penelitian yang telah disebutkan. Berbeda dengan penelitian Yao,
dkk. (2014) yang dapat diterapkan pada pegawai swasta dengan pen-
dapatan yang bertumbuh secara stokastik, penelitian tesis ini memfokus-
kan pada pegawai negeri dengan tingkat pertumbuhan deterministik. Dalam
tesis ini akan diteliti mengenai model alokasi aset multi-period mean-varian
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terhadap dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan
juga risiko kematian. Selanjutnya akan diberikan simulasi numerik dengan
interpretasi yang berkaitan dengan model alokasi aset dana pensiun iuran
pasti untuk pendapatan deterministik dan risiko kematian dalam model
multi-period mean-varian.
1.2 Rumusan Masalah
Pokok masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini dapat dirumus-
kan sebagai berikut:
1. Bagaimana model alokasi aset multi-period mean-varian untuk dana
pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian?
2. Bagaimana hasil simulasi numerik model alokasi aset multi-period
mean-varian untuk dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan
deterministik dan risiko kematian?
1.3 Tujuan
Tujuan penelitian ini diberikan untuk menjawab tiap pertanyaan yang
dikemukakan dalam rumusan masalah.
1. Memperoleh model alokasi aset multi-period mean-varian untuk dana
pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko ke-
matian.
2. Menginterpretasikan setiap hasil simulasi numerik model alokasi aset
multi-period mean-varian untuk dana pensiun iuran pasti dengan pen-
dapatan deterministik dan risiko kematian.
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1.4 Batasan Masalah
Beberapa batasan masalah yang diberikan pada penelitian ini adalah
sebagai berikut:
1. Aset-aset keuangan di dalam pasar tidak redundant.
2. Pengembalian-pengembalian dari aset keuangan dan tingkat per-
tumbuhan deterministik gaji pendapatan tidak bergantung antar
periode waktu yang berbeda.
3. Waktu kematian tidak bergantung terhadap pengembalian-




Teori dasar yang digunakan dalam bab ini mencakup pengertian
aset dan pembagiannya, model mean-varian, dana pensiun dan dua tipe
utama dana pensiun, pendapatan, model persamaan simultan, peluang
suatu kejadian, peluang hidup anggota dana pensiun, fungsi distribusi
kumulatif, fungsi kehidupan, ekspektasi, varian, hukum total peluang, serta
asumsi, lemma dan proposisi yang digunakan dalam penelitian. Subbab
sistem dinamik, persamaan Bellman, kontrol optimal stokastik, serta pengali
Lagrange digunakan sebagai dasar teori untuk menyelesaikan permasalah-
an kontrol optimal. Terakhir, diberikan hasil penelitian sebelumnya yaitu
penelitian Yao, dkk. (2014) dan Eisenberg, dkk. (2013) dengan disertakan
model pada masing-masing penelitian tersebut.
2.1 Aset
PSAK No. 16 mendefinisikan bahwa aset adalah seluruh kekaya-
an milik seseorang atau perusahaan yang akan memberikan manfaat
ekonomis bagi pemiliknya di masa mendatang (Ikatan Akuntansi Indonesia,
2011). International Financial Reporting Standards (2012) menyebutkan
bahwa aset merupakan sumber daya yang dikendalikan oleh perusahaan
sebagai akibat dari peristiwa masa lalu dan bentuk yang manfaat ekonomi
ke depannya diharapkan dapat mengalir ke perusahaan.
Berdasarkan risikonya aset dibagi menjadi dua macam, diantaranya
adalah aset bebas risiko dan aset berisiko (Yao, dkk., 2014).
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1. Aset bebas risiko
Adapun pengertian dari aset bebas risiko yaitu aset yang tingkat return
di masa depannya sudah dapat dipastikan sekarang. Hal ini ditunjuk-
kan dengan varian dari returnnya sama dengan nol. Obligasi jangka
pendek oleh pemerintah adalah salah satu contoh aset yang bebas
risiko.
2. Aset berisiko
Aset berisiko merupakan aset dengan tingkat pengembalian di masa
depannya tidak pasti. Contohnya saham.
2.2 Model Mean-Varian
Model mean-varian pertama kali diperkenalkan oleh Harry Markowitz
pada tahun 1952. Model mean-varian ini bertujuan untuk mendistribusi-
kan dana secara efisien, ekspektasi risiko bergantung terhadap berbagai
kemungkinan ekspektasi return dengan mean-varian sebagai parameternya
(Markowitz, 1952).
Model Markowitz ini memanfaatkan hubungan antara pengembalian
mean dengan pengembalian varian dengan tujuan memperoleh risiko yang
minimal. Dikarenakan pemanfaatan relasi antara mean dan varian, model
Markowitz ini sering dikenal dengan model mean-varian.
2.3 Dana Pensiun
Dana pensiun adalah lembaga perantara keuangan yang men-
jembatani saat seseorang mengalami peningkatan penghasilan (usia
produktif) dan penerimaan penghasilan (usia tua), sehingga kehidupan di
masa tuanya akan terjamin secara finansial (Widjajanto, 2001).
Terdapat beberapa manfaat dalam sistem dana pensiun yang diberi-
kan sebagai manfaat tambahan karena kematian, pensiun dipercepat (ke-
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luar), pensiun karena tidak bisa bekerja (cacat), dan pensiun pada saat usia
pensiun. Menurut Futami dalam Wardhani, dkk. (2014) manfaat tambahan
yang dimaksud diantaranya adalah:
1. Manfaat pensiun janda/ duda yang dibayarkan karena meninggal.
2. Manfaat pensiun dipercepat yang dibayarkan bagi peserta yang ber-
henti bekerja atau keluar.
3. Manfaat pensiun cacat yang dibayarkan bagi peserta yang tidak bisa
bekerja karena cacat.
4. Manfaat pensiun yang dibayarkan bagi peserta yang telah mencapai
usia pensiun.
Hal ini menunjukkan bahwa terdapat adanya kriteria yang dipergunakan
untuk menentukan usia pensiun seseorang. Adapun kriterianya adalah
sebagai berikut:
1. Harapan hidup,
2. Keadaan fisik tenaga kerja,
3. Keadaan kesempatan kerja,
4. Biaya penyelenggaraan,
5. Struktur keluarga.
2.4 Klasifikasi Dana Pensiun
Menurut Winklevoss (1976) terdapat dua tipe utama program dana
pensiun, yaitu dana pensiun manfaat pasti dan dana pensiun iuran pasti.
Adapun penjelasan dari kedua tipe utama dana pensiun yaitu:
1. Dana pensiun manfaat pasti
Dana pensiun manfaat pasti atau defined benefit (DB) yaitu program
dana pensiun dimana manfaat pensiun merupakan kuantitas (jumlah-
an) yang pasti. Dengan kata lain, manfaat yang akan diperoleh pada
saat pensiun ditetapkan di muka. Secara umum, manfaat tersebut
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didasarkan pada besarnya gaji seorang pegawai dan lamanya masa
jabatan (Winklevoss, 1976).
2. Dana pensiun iuran pasti
Defined contribution (DC) atau dalam bahasa Indonesia disebut
sebagai dana pensiun iuran pasti adalah dana pensiun dengan iuran
yang ditetapkan akan disisihkan setiap periodenya. Manfaat dari dana
pensiun iuran pasti ditentukan oleh besarnya akumulasi (Winklevoss,
1976). Selain dari besar akumulasi, Yao, dkk. (2014) menambahkan
bahwa manfaat dana pensiun ini juga bergantung kepada pengembali-
an investasi.
2.5 Pendapatan
Secara sederhana, pendapatan adalah arus masuk aset (aktiva) pada
seseorang atau perusahaan yang timbul dari penjualan barang dan jasa.
Pada perusahaan industri misalnya, timbulnya pendapatan terutama ber-
asal dari penjualan barang jadi. Sedangkan pada perusahaan dagang pen-
dapatan utamanya berasal dari penjualan barang yang didagangkan. Bagi
perusahaan jasa, perolehan pendapatan berasal dari pemberian jasa.
Berikut diberikan beberapa pandangan para ahli mengenai pengerti-
an pendapatan. Pendapatan merupakan peningkatan manfaat ekonomi
selama periode tertentu dalam bentuk pemasukan atau penambahan aset
yang berakibat pada naiknya ekuitas (Soemarso dalam Darmayanti, 2016).
Harahap (1993) memaknai pendapatan dalam tiga pengertian, yaitu:
1. Arus masuk aset akibat penjualan barang dan jasa,
2. Arus keluar barang dan jasa kepada konsumen atau pelanggan,
3. Hasil produksi dari perusahaan yang semata-mata akibat dari pen-
ciptaan barang dan jasa.
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Nafarin (2004) mengungkapkan bahwa pendapatan adalah kenaikan
pada modal pemilik yang dihasilkan dari penjualan barang, penyaluran jasa,
penyewaan harta, peminjaman uang dan termasuk semua kegiatan usaha
serta profesi yang bertujuan untuk mendapatakan penghasilan.
Berbagai pandangan para ahli tersebut memberikan suatu kesimpulan
bahwa pendapatan adalah seluruh peningkatan jumlah aset yang berasal
dari penjualan barang dan jasa dalam periode tertentu.
2.6 Model Persamaan Simultan
Model persamaan simultan merupakan persamaan yang memiliki ciri
variabel endogen (variabel terikat) pada suatu persamaan menjadi variabel
penjelas pada sistem persamaan yang lain (Gujarati, 2004). Dipandang
dari penggunaan variabel-variabel, model persamaan simultan dengan
model persamaan regresi tidak jauh berbeda karena masing-masing me-
miliki variabel bebas dan variabel terikat. Namun, pada model persama-
an simultan tidak lagi menggunakan istilah variabel bebas dan variabel ter-
ikat, tetapi menggunakan istilah variabel eksogen dan endogen. Perbedaan
penggunaan istilah ini dikarenakan variabel terikat pada persamaan regresi
hanya bisa dipengaruhi oleh variabel bebas dan tidak berlaku untuk se-
baliknya. Berbeda dengan model persamaan simultan, kedua variabel, baik
eksogen maupun endogen dapat saling mempengaruhi satu sama lain.
Sebagai ilustrasi contoh untuk persamaan simultan adalah hubungan
antara pendapatan sebagai variabel eksogen dengan konsumsi sebagai
variabel endogen. Dalam hal ini, pendapatan dapat mempengaruhi
konsumsi karena jika pendapatan naik maka diharapkan konsumsipun juga
akan ikut naik. Kenaikan konsumsi akan memicu peningkatan produksi
barang dan jasa guna memenuhi permintaan konsumsi, sehingga pen-
dapatan akan naik sebagai balas jasa untuk faktor produksi. Jadi dapat
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disimpulkan bahwa pendapatan dan konsumsi masing-masing saling mem-
pengaruhi.
Dikemukakan secara berturut-turut dalam penelitian ini bahwa yk dan
yk+1 sebagai gaji pendapatan pada waktu k dan gaji pendapatan pada waktu
k + 1. Lebih lanjut, ck merupakan variabel deterministik yang hanya ber-
gantung pada k, dengan xk dan zk secara berturut-turut adalah kekaya-
an dana pensiun sebelum dan setelah iuran pada waktu k. Kemudian di-
definisikan q sebagai tingkat pertumbuhan deterministik dari gaji pendapat-
an yang berupa konstanta. Oleh karena demikian, secara matematis model






Pada bentuk formula matematik tersebut dapat disimpulkan bahwa:
1. q sebagai variabel eksogen,
2. yk dan yk+1 sebagai variabel endogen.
2.7 Peluang Suatu Kejadian
Himpunan dari semua hasil yang mungkin dari suatu percobaan
statistika disebut sebagai ruang sampel dan direpresentasikan dengan
simbol S (Walpole, dkk., 2012). Setiap hasil pada ruang sampel dinama-
kan dengan anggota atau unsur ruang sampel yang secara umum disebut
dengan titik sampel.
Walpole, dkk. (2012) mendefinisikan bahwa suatu kejadian adalah
himpunan bagian dari ruang sampel. Sebagai contoh diambil peluang ke-
jadian A. Untuk menentukan peluang suatu kejadian A, semua bobot titik
sampel pada kejadianA dijumlahkan. Oleh karena itu, peluang dari kejadian
A dinyatakan dalam Definisi 2.7.1.
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Definisi 2.7.1. Peluang suatu kejadian A adalah jumlah bobot semua titik
sampel yang termasuk A, sehingga
0 ≤ Pr(A) ≤ 1,Pr(∅) = 0 dan Pr(T ) = 1
(Walpole, dkk., 2012).
2.8 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun
Peluang hidup anggota dana pensiun dalam tinjauan pustaka ini di-
gunakan sebagai dasar untuk mencari nilai peluang hidup dari anggota
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan deterministik yang bergantung
terhadap waktu akhir pensiun sebenarnya.
Misalkan S(k) (k > 0) merupakan peluang kehidupan dari anggota
dana pensiun. Yao, dkk. (2014) merumuskan peluang hidup anggota dana
pensiun sebagai berikut
S(k) = Pr(τ ≥ k | τ > 0).




(Pliska dan Ye, 2007).
2.9 Fungsi Massa Peluang (FMP)
Fungsi massa peluang (fmp) menginterpretasikan peluang untuk
variabel acak diskrit. Diasumsikan waktu akhir sebenarnya T τ merupakan
peubah acak diskrit, maka pk adalah fungsi massa peluang (fmp) dengan
diberlakukannya tiga syarat:





3. pk = Pr(T τ = k)
(Walpole, dkk., 2012).
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2.10 Fungsi Distribusi Kumulatif
Fungsi distribusi kumulatif dibagi menjadi dua jenis, yaitu fungsi
distribusi kumulatif diskrit dan fungsi distribusi kumulatif kontinu.
Definisi 2.10.1. Fungsi distribusi kumulatif diskrit
Fungsi distribusi kumulatif F (k) dari variabel acak diskrit T τ dengan fungsi
densitas f(k) adalah
F (k) = Pr(T τ ≤ k) =
∑
t≤k
f(t), untuk−∞ < k <∞.
Definisi 2.10.2. Fungsi distribusi kumulatif kontinu
Fungsi distribusi kumulatif F (k) dari variabel acak kontinu T τ dengan fungsi
densitas f(k) adalah
F (k) = Pr(T τ ≤ k) =
∫ k
−∞
f(t) dt, untuk−∞ < k <∞
(Walpole, dkk., 2012).
2.11 Fungsi Kehidupan
Anggap umur kematian seseorang yang baru lahir adalah T τ , dengan
T τ merupakan variabel acak kontinu. Misalkan fungsi distribusi dari T τ
adalah F (k) dengan
F (k) = Pr(T τ ≤ k), k ≥ 0.
Bowers, dkk. (1997) memformulasikan fungsi kehidupan sebagai berikut
S(k) = 1− F (k) = Pr(T τ > k), k ≥ 0.
Diasumsikan bahwa F (0) = 0 yang mengakibatkan S(0) = 1. Untuk setiap




Nilai ekspektasi X merupakan bobot rata-rata dari nilai-nilai yang
mungkin untuk X dapat diambil (Ross, 2010). Berdasarkan kasusnya,
Ross (2010) membagi ekspektasi ke dalam dua jenis, yaitu ekspektasi
kasus diskrit dan ekspektasi kasus kontinu. Dalam penelitian ini diterapkan
ekspektasi untuk kasus diskrit.
PandangX sebagai variabel acak diskrit dengan fungsi massa peluang






Ross (2010) mendefinisikan V ar(X) sebagai variabel acak X dan me-
misalkan E[X] = d. Dalam tesis ini dasar teori yang digunakan yaitu varian
dengan kasus diskrit. Pandang bahwa X diskrit dengan fmp pk, sehingga
diperoleh























= E[X2]− 2dd+ d2
= E[X2]− 2d2 + d2
= E[X2]− d2
V ar(X) = E[X2]− (E[X])2.
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Jadi diperoleh bentuk umum varian yaitu
V ar(X) = E[X]− (E[X])2
(Ross, 2010).
2.14 Hukum Total Peluang
Hukum total peluang pada tesis ini digunakan sebagai konsep dasar
untuk mencari nilai yang ekivalen dengan model penelitian mean-varian.
Teorema 2.14.1 (Hukum Total Peluang). Apabila kejadian-kejadian
B1, B2, . . . , Bk merupakan bagian dari ruang sampel S sedemikian sehingga





Pr(Bi ∩ A) =
k∑
i=1
Pr(Bi) Pr(A | Bi)
(Walpole, dkk., 2012).
Gambar 2.1. Pembagian dari Ruang Sampel S
Bukti. Kejadian A diketahui sebagai gabungan dari kejadian-kejadian yang
saling eksklusif B1 ∩ A,B2 ∩ A, . . . , Bk ∩ A, sedemikian sehingga
A = (B1 ∩ A) ∪ (B2 ∩ A) ∪ . . . ∪ (Bk ∩ A). (2.1)
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Peluang dari kejadian A adalah
Pr(A) = Pr[(B1 ∩ A) ∪ (B2 ∩ A) ∪ . . . ∪ (Bk ∩ A)]








Pr(Bi) Pr(A | Bi).
2.15 Sistem Dinamik
Sistem dinamik merupakan suatu sistem yang selalu mengalami per-
ubahan. Sistem ini dapat diketahui kondisinya pada masa mendatang apa-
bila diketahui kondisinya sekarang maupun pada masa silam. Berdasar-
kan bentuknya, Alligood, dkk. (2000) membagi sistem dinamik menjadi dua
jenis, yaitu sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Dalam pe-
nelitian ini digunakan bentuk sistem dinamik diskrit. Adapun bentuk umum
dari sistem dinamik diskrit adalah sebagai berikut
xk+1 = f(xk), k ∈ Z atau N, x ∈ R.
2.16 Persamaan Bellman
Persamaan Bellman diperoleh dengan memformulasikan program
dinamik. Pemrograman dinamik dapat diformulasikan dengan memisalkan
xk+1 = f(xk, uk) (2.2)
sebagai suatu fungsi objektif pada saat k, dengan xk adalah variabel
stokastik dan uk adalah variabel kontrol. Fungsi biaya (performance index)
yang diperoleh yaitu





dimana [i, N ] waktu interval. Jika diaplikasikan kontrol sebarang uk dan
digunakan kontrol optimal yang telah diketahui dari k+1, hasil biaya menjadi
L(xk, uk) + J
∗
k+1(xk+1), (2.4)
dimana xk merupakan state pada waktu k dan xk+1 diberikan oleh Persama-
an (2.2). Lewis, dkk. (2008) memformulasikan bentuk umum dari Persama-
an Bellman pada biaya optimal dari waktu k untuk fungsi minimum yaitu
J∗k (xk) = min
uk
(L(xk, uk) + E[J∗k+1(xk+1)]), (2.5)
atau untuk fungsi maksimum
J∗k (xk) = max
uk
(L(xk, uk) + E[J∗k+1(xk+1)]). (2.6)
Kontrol optimal u∗k merupakan uk yang mencapai nilai minimumnya atau
maksimumnya.
2.17 Kontrol Optimal Stokastik
Penentuan kontrol optimal pada suatu sistem kontrol dapat dipandang
dalam dua jenis permasalahan, yaitu permasalahan deterministik dan per-
masalahan stokastik (Lewis, dkk., 2008). Bentuk umum sistem kontrol pada
permasalahan stokastik adalah
xk+1 =Axk +Buk +Gwk, (2.7)
zk =Hxk + vk, (2.8)
dengan k merupakan indeks waktu, k = 1, 2, . . . , n, xk+1 adalah variabel
stokastik dikarenakan adanya vaiabel wk dan vk yang merupakan white
noise, uk merupakan variabel kontrol, serta A dan B merupakan matriks
konstanta.
Persamaan (2.7) dapat dibentuk menjadi persamaan berikut
xk+1 = f(xk, uk) +Gwk, k > i. (2.9)
Untuk menjadikan Persamaan (2.9) menunjukkan perilaku yang diinginkan
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selama selang waktu [i, N ], diperlukan fungsi biaya sebagai berikut




dimana φ dan L merupakan fungsi deterministik. Anggap uk meminimum-
kan atau memaksimumkan fungsi biaya yang berupa fungsi ekspektasi,
dengan nilai ekpektasi
ji = E[Ji(xi)], (2.11)












Nilai uk yang menjadi solusi dari Persamaan (2.12) atau Persama-
an (2.13) dinotasikan dengan u∗k. Nilai dari u
∗
k merupakan turunan pertama
dari Persamaan (2.12) atau Persamaan (2.13) terhadap uk. Selanjutnya
akan dihitung nilai minimum atau maksimum dari fungsi biaya dengan cara
mensubstitusi nilai u∗k terhadap Persamaan (2.12) untuk masalah minimum




Pengali Lagrange digunakan sebagai dasar untuk menyederhana-
kan model mean-varian dengan cara mengeliminasi fungsi kendala dalam
sistem persamaan untuk mencari nilai maksimum atau minimum dari fungsi
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tujuan. Ito dan Kunish (2008) menetapkan bentuk umum permasalahan
optimasi sebagai berikut
min f(x, y),
b.k. g(x, y), (2.14)
dengan
b.k. : berdasarkan kendala.
Teorema 2.18.1 (Pengali Lagrange). Misalkan f(x, y) dan g(x, y) mem-
punyai turunan parsial kontinu. Jika nilai optimal dari f pada
g(x, y) = C (2.15)
terjadi di titik P dengan ∇g(P ) 6=©, maka terdapat µ, sehingga berlaku
∇f(P ) = µ∇g(P ) (2.16)
(Budhi, 2001).
Bukti. Karena ∇g(P ) 6= ©, salah satu dari turunan parsial g di titik P tidak
sama dengan nol. Dapat diasumsikan bahwa
∂g
∂y
(P ) 6= 0. Dapat diselesai-
kan Persamaan (2.15) sebagai y = φ(x) atau dengan kata lain dapat di-
parameterisasikan sebagai r(k) = (x(k), y(k)) = (k, φ(k)). Dimisalkan
bahwa r(k0) = P dan k0 merupakan titik dalam daerah definisi r(k), se-
hingga fungsi h(k) = f(r(k)) mencapai ekstrem di k0. Turunan fungsi h
terhadap k mempunyai nilai
h′(k) = ∇f(r(k)) · r′(k) = 0. (2.17)
Karena terdapat di R2, maka ∇f dan ∇g 6=© di P terletak pada satu garis.
Hal ini mengakibatkan terdapat µ, sehingga Persamaan (2.16) berlaku.
Budhi (2010) mengembangkan metode untuk menghitung nilai optimal
yaitu dengan membentuk fungsi:
H(x, y, µ) = f(x, y)− µ(g(x, y)− C), (2.18)
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dengan µ merupakan pengali Lagrange. Nilai optimal didapatkan dengan
menghitung titik kritis dari fungsi H, yaitu
∂H
∂µ

















2.19 Asumsi, Lemma dan Proposisi yang Digunakan dalam Peneliti-
an
Diberikan asumsi, lemma dan beberapa proposisi yang ditetapkan
untuk digunakan dalam penelitian.
Asumsi 2.19.1. E[Pk] 6= ~0, untuk k = 0, 1, . . . , T − 1 (Yao, dkk., 2014).
Lemma berikut digunakan dalam rumus komputasi untuk mencari
wk, hk, αk, λk, γk dan gk.
Lemma 2.19.1. Anggap bahwa seri {lk} memenuhi lk = lk+1tk + sk,












Selanjutnya diberikan dua buah proposisi untuk mendasari penelitian ini.
Proposisi 2.19.1. Untuk k = 0, 1, . . . , T , didapatkan wk > 0 (Yao, dkk.,
2014).
Bukti. Diketahui dari Persamaan (5.9) bahwa pT > 0 dan berdasarkan
Asumsi 1 yang menyatakan bahwa aset-aset keuangan di dalam pasar tidak
redundant, maka diperoleh Ak > 0 untuk k = 0, 1, . . . , T − 1. Oleh karena itu








Proposisi 2.19.2 berikut digunakan untuk menunjukkan eksistensi solusi
untuk Persamaan (5.38).
Proposisi 2.19.2. αk < 0 untuk k = 0, 1, . . . , T − 1 (Yao, dkk., 2014).
Bukti. Menurut Asumsi 1, aset-aset keuangan di dalam pasar tidak
redundant, maka E[PkP tk] merupakan definit positif, begitu juga
dengan E−1[PkP tk]. Asumsi 2.19.1 menyatakan E[Pk] 6= ~0, maka
Dk = E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk] > 0. Diketahui dari Persamaan (5.9) bahwa
pT > 0 dan wk+1 > 0 dari Proposisi 2.19.1, untuk k = 0, 1, . . . , T − 1. Oleh









DT−1 = pTDT−1 < 0,
untuk k = 0, 1, . . . , T − 1.
2.20 Model Dana Pensiun Iuran Pasti dengan Pendapatan Stokastik
dan Risiko Kematian
Model dana pensiun ini diformulasikan oleh Yao, dkk. (2014). Di-
asumsikan bahwa anggota dana pensiun masuk program dana pensiun
saat 0 dan masa pensiunnya adalah T . Sebelum memasuki masa pensiun,
anggota tersebut harus mengkontribusikan sejumlah uang pada awal tiap
periode sesuai kesepakatan yang diberikan. Ketika anggota memasuki
masa pensiun, kekayaan dana pensiun anggota dapat diubah menjadi
anuitas, sehingga anggota pensiun dapat menerima dana pensiun terjadwal
setiap periodenya. Apabila anggota program dana pensiun meninggal se-
belum mencapai masa pensiunnya, ahli waris anggota dapat mengambil
semua dana miliknya yang telah diasuransikan.
Misalkan yk merupakan gaji pendapatan yang diperoleh pada waktu k
dan memenuhi bentuk dinamik
yk+1 = qkyk, (2.23)
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dimana qk merupakan variabel eksogen yang merepresentasikan tingkat
pertumbuhan deterministik terhadap periode k. Diasumsikan bahwa qk > 0
untuk setiap k = 0, 1, . . . , T − 1 (Yao, dkk., 2014). Secara lebih lanjut, Yao,
dkk. (2014) memformulasikan kekayaan dana pensiun setelah iuran pada
waktu k yang dinotasikan dengan zk, yaitu
zk = xk + ckyk,
dimana xk merupakan kekayaan sebelum iuran pada waktu k dan ckyk me-
rupakan jumlahan yang anggota sumbangkan pada waktu k, dengan ck
adalah variabel deterministik yang bergantung hanya pada k.
Yao, dkk. (2014) memformulasikan kekayaan dana pensiun sebelum





























Notasi uk dan eik secara berturut-turut sebagai jumlahan yang diinvestasikan
dalam aset ke−i selama periode ke−k dan pengembalian acak dari aset
ke−i selama periode ke−k.
Manajemen investasi pada dana pensiun oleh Yao, dkk. (2014) meng-
gunakan model mean-varian yang diberikan dalam bentuk
min
u∈Θ0
{V ar[xT τ ] := E[x2T τ ]− d2},
b.k. E[xT τ ] = d, yk+1 = qkyk,






2.21 Model Konsumsi Optimal Berdasarkan Pendapatan
Deterministik
Eisenberg, dkk. (2013) meneliti mengenai konsumsi optimal ber-
dasarkan pendapatan deterministik. Dalam penelitiannya dianggap bahwa
individu atau keluarga memiliki kekayaan awal, pendapatan dan konsumsi
(kebutuhan) barang dan jasa.
Formulasi model oleh Eisenberg, dkk. (2013) yaitu proses kekayaan
deterministik dikurangi dengan konsumsi diperoleh sebagai berikut:
dXCt = µt dt− dCt,
dimana:
XCt : state pada waktu t,
µt : laju kekayaan deterministik pada waktu t,
Ct : konsumsi pada waktu t.
Pada penelitian Eisenberg dianggap bahwa individu atau keluarga yang
pendapatannya mengalir dideskripsikan dalam bentuk deterministik.
BAB III
KERANGKA KONSEP PENELITIAN
Kerangka konsep penelitian pada bab ini dibentuk berdasarkan pada
dua penelitian. Yao, dkk. (2014) membahas mengenai aset alokasi
dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan stokastik dan risiko kemati-
an menggunakan multi-period mean-varian. Model multi-period mean-
varian merupakan model yang penting untuk memaksimumkan return dan
meminimumkan risiko (Yao, dkk., 2014). Model multi-period mean-varian
pada penelitian Yao, dkk. (2014) memberikan gambaran bahwa model
mean-varian tersebut didasarkan pada multi-period dimana periode iuran
anggota merupakan multi-period. Hal ini didasarkan dengan memper-
timbangkan kekayaan dana pensiun sebelum iuran (xk) dan kekayaan
dana pensiun setelah iuran (zk). Pendapatan tidak hanya memiliki ke-
naikan stokastik saja, akan tetapi memiliki kenaikan secara deterministik.
Eisenberg, dkk. (2013) meneliti mengenai konsumsi optimal berdasarkan
pendapatan deterministik. Pendapatan deterministik merupakan pendapat-
an dengan tingkat kenaikan tiap periodenya adalah tetap (konstan) dan
kenaikannya pada waktu tertentu. Model multi-period mean-varian dalam
penelitian ini dilakukan pada pendapatan deterministik dan risiko kematian
pada alokasi aset dana pensiun iuran pasti. Kerangka konsep penelitian
dapat dideskripsikan pada Gambar 3.1.
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Dana pensiun iuran pasti
dengan pendapatan
stokastik dan risiko kematian
model multi-period mean-









iuran pada waktu k
zk = xk + ckyk.
Formulasi kekayaan dana
pensiun sebelum dan se-
sudah iuran pada waktu k + 1

















dXCt = µt dt− dCt.
Pengaplikasian pada beberapa
prinsip program dinamik
Dalam tesis ini dilakukan modifikasi model Yao,
dkk. (2014) dengan mengubah pendapatan
stokastik menjadi pendapatan deterministik.
Gambar 3.1. Kerangka Konsep Penelitian
BAB IV
METODE PENELITIAN
Beberapa langkah yang dilakukan dalam penelitian dana pensiun iuran
pasti dengan pendapatan deterministik ini adalah sebagai berikut:
1. Memodifikasi formula gaji pendapatan pada waktu k + 1 (Yao, dkk.,
2014) dengan mengubah gaji pendapatan menjadi tingkat pertumbuh-
an deterministik.
2. Menentukan persamaan dari kekayaan dana pensiun setelah iuran
pada waktu k. Rumus ini bergantung pada kekayaan dana pensiun
sebelum iuran dan jumlah yang anggota sumbangkan pada waktu k.
3. Menentukan persamaan dari dana pensiun setelah iuran pada waktu
k + 1. Pada bagian ini akan ditentukan terlebih dahulu nilai dari xk+1,
kemudian akan diperoleh persamaan dari kekayaan dana pensiun
setelah iuran pada waktu k + 1.
4. Menentukan peluang hidup anggota dana pensiun. Hal yang pertama
dilakukan pada langkah ini adalah menentukan waktu akhir sebenar-
nya dari kematian kemudian mendapatkan peluang hidup anggota
dana pensiun.
5. Menentukan model persamaan multi-period mean-varian dari per-
masalahan penelitian.
6. Diperoleh model mean-varian untuk penelitian.
7. Menentukan skema solusi. Tujuan dari langkah ini adalah untuk me-




8. Menentukan strategi investasi efisien dan batasan efisien. Hal yang
pertama dilakukan adalah mendapatkan solusi optimal µ∗, kemudian
ditentukan strategi optimal mean-varian u∗k. Selanjutnya ditentukan
persamaan batasan efisien.
9. Simulasi numerik.
10. Kesimpulan dan saran.
Berikut disajikan diagram alir untuk lebih mempermudah pemaham-
an mengenai langkah-langkah yang akan digunakan untuk menyelesaikan
masalah pada penelitian ini.
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Mulai
Formula gaji pada waktu k + 1
yk+1 (Yao, 2014)
Modifikasi formula gaji pada waktu k + 1
yk+1
Menentukan persamaan dari kekayaan
dana pensiun setelah iuran pada waktu k
Menentukan persamaan dari dana












Gambar 4.1. Diagram Alir Metode Penelitian
BAB V
HASIL DAN PEMBAHASAN
Model alokasi dana pensiun iuran pasti dengan pendapatan
deterministik dan risiko kematian menggunakan multi-period mean-varian
diberikan pada bab ini. Langkah awal pembentukan model dilakukan
dengan menentukan gaji pendapatan pada periode k + 1 dengan me-
modifikasi pendapatan stokastik pada penelitian Yao, dkk., (2014) menjadi
tingkat pertumbuhan deterministik. Langkah berikutnya diberikan bentuk
umum dari kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu k dan k + 1,
memperoleh bentuk persamaan peluang hidup anggota dana pensiun, se-
hingga diperoleh model dari multi-period mean-varian untuk dana pensiun
iuran pasti dengan pendapatan deterministik dan risiko kematian. Kemudian
merancang skema solusi, menentukan strategi investasi efisien dan batas-
an efisien. Terakhir diberikan simulasi numerik dan interpretasinya untuk
tiap simulasi.
Dianggap bahwa anggota dana pensiun masuk program dana pensiun
pada waktu 0 dan direncanakan untuk pensiun pada waktu T . Sebelum
masa pensiunnya, anggota harus mengkontribusikan sejumlah uang di awal
tiap periode yang telah ditetapkan. Setelah memasuki masa pensiun,
anggota dana pensiun dapat mengkonversi kekayaan dari dana pensiunnya
menjadi anuitas, sehingga dapat menerima dana pensiun yang terjadwal
pada tiap periode untuk masa pensiunnya.
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5.1 Gaji Pendapatan pada Waktu k + 1
Persamaan gaji pendapatan pada penelitian ini berdasarkan pada pe-
nelitian Yao dkk., (2014) dengan mengubah tingkat pertumbuhan stokastik
menjadi tingkat pertumbuhan deterministik. Diasumsikan bahwa gaji
pendapatan memiliki kenaikan secara deterministik, sehingga memenuhi
bentuk dinamik berikut:
yk+1 = qyk, k = 0, 1, . . . , T − 1. (5.1)
Persamaan (5.1) merupakan bentuk umum yang digunakan untuk memper-
oleh gaji pendapatan pada waktu k + 1 dengan mempertimbangkan gaji
pendapatan periode sebelumnya, dimana
q : variabel acak eksogen yang mewakili tingkat pertumbuhan
deterministik dari gaji pendapatan,
yk : gaji pendapatan pada waktu k.
5.2 Kekayaan Dana Pensiun Setelah Iuran pada Waktu k
Kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu k merupakan per-
samaan yang diperoleh dari penjumlahan kekayaan dana pensiun sebelum
iuran pada waktu k dengan nominal yang anggota kontribusikan pada
waktu k. Anggap bahwa ckyk merupakan nominal (jumlahan) yang anggota
kontribusikan, sehingga persamaan yang diperoleh adalah sebagai berikut
zk = xk + ckyk,
dimana:
ck : prosentase iuran dari gaji pokok berupa variabel deterministik yang
hanya bergantung pada k,
xk : kekayaan dana pensiun sebelum iuran waktu k,
zk : kekayaan dana pensiun setelah iuran waktu k.
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Dalam penelitian ini, anggota dana pensiun tidak perlu mengkontribusi-
kan untuk tiap periode, sehingga terdapat dua keadaan yaitu:
1. ck = 0 ketika anggota dana pensiun tidak perlu mengkontribusikan
selama periode k. Keadaan ini terjadi ketika anggota sudah memasuki
masa pensiunnya,
2. ck > 0 ketika anggota dana pensiun perlu mengkontribusikan selama
periode k. Keadaan ini terjadi ketika anggota mulai masuk program
dana pensiun sampai pada periode tepat sebelum masa pensiunnya.
Misalkan ck < 0, maka ckyk diartikan sebagai konsumsi dari anggota atau
distribusi dari dana pensiun selama periode k, k = 1, 2, . . . , T . Hal ini
berarti bahwa anggota memberikan sejumlah kontribusi dari asetnya untuk
memenuhi kebutuhan pensiun sehingga kekayaan dana pensiun tidak ber-
tambah, melainkan akan berkurang. Oleh karena itu, model ini juga dapat
digunakan untuk masalah alokasi dana pensiun saat fase dekumulasi. Fase
dekumulasi adalah periode dimana akumulasi aset ditarik untuk mendanai
kebutuhan pensiun.
5.3 Kekayaan Dana Pensiun Setelah Iuran pada Waktu k + 1
Akan ditentukan terlebih dahulu persamaan xk+1 guna mendapatkan
bentuk umum persamaan kekayaan dana pensiun setelah iuran pada waktu
k + 1. Diasumsikan bahwa dana pensiun dapat diinvestasikan dalam
n+1 aset, dimana aset ke−0 pada periode ke−k ditunjukkan oleh kekayaan
sebelum iuran pada periode ke−k. Jumlah yang diinvestasikan untuk aset
ke−i selama periode ke−k dinotasikan dengan uik, sehingga jumlah yang
diinvestasikan untuk aset ke−0 selama periode ke−k adalah
u0k = zk −
n∑
i=1
uik = (xk + ckyk)−
n∑
i=1
uik, k = 1, 2, . . . , T, i = 1, 2, . . . , n.
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dengan uk dan eik secara berturut-turut merupakan jumlahan yang di-
investasikan untuk aset ke−i selama periode ke−k dan pengembalian acak
dari aset ke−i selama periode ke−k.
Berikut diperoleh bentuk umum dari kekayaan dana pensiun setelah
iuran pada waktu k + 1. Dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:
1. Mengalikan kedua ruas dari Persamaan (5.1) dengan ck+1
ck+1yk+1 = ck+1qyk.
2. Menjumlahkan Persamaan (5.2) dengan hasil dari langkah pertama
xk+1 + ck+1yk+1 = (xk + ckyk)e
0




3. Substitusi zk = xk + ckyk dan zk+1 = xk+1 + ck+1yk ke dalam Persama-
an (5.3), sehingga diperoleh Persamaan (5.4).
zk+1 = zke
0
k + ck+1qyk + P
t
kuk, (5.4)
Persamaan (5.4) merupakan bentuk umum dari kekayaan dana
pensiun setelah iuran pada waktu k + 1.
5.4 Peluang Hidup Anggota Dana Pensiun
Anggota dana pensiun direncanakan untuk pensiun pada waktu T .
Meskipun ditetapkan waktu pensiun tersebut, pada realitanya anggota
program dana pensiun mungkin akan meninggal sebelum waktu T karena
risiko kematian. Anggap anggota dana pensiun hidup pada waktu a = 0 dan
untuk masa hidupnya (waktu kematiannya) dinotasikan dengan τ , sehingga
diperoleh dua keadaan untuk waktu akhir sebenarnya
T τ =

k, k − 1 < τ ≤ k dan 1 ≤ k ≤ T − 1,
T, τ > T − 1.
(5.5)
Jika anggota dana pensiun meninggal saat periode waktu (k − 1), maka
T τ = k. Jika meninggal setelah T − 1, maka waktu akhir sebenarnya adalah
T . Selanjutnya ditentukan fmp untuk T τ . Misalkan S(k)(k > 0) merupakan
peluang hidup dari anggota dana pensiun, yaitu
S(k) = Pr(τ ≥ k | τ > 0), (5.6)
dimana Pr(·) merupakan ukuran peluang. Diketahui bahwa peluang ke-
hidupan S(k) dapat diekspresikan menjadi Persamaan (5.7).
S(k) = e−
∫ k
0 β(s) ds, (5.7)
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dimana β(s) merupakan intensitas kematian. Dengan menggunakan Per-
samaan (5.5) dan Persamaan (5.6) diperoleh
pk := Pr(T
τ = k) = Pr(k − 1 < τ ≤ k)
= F (k)− F (k − 1)
= S(k − 1)− S(k),
pk := Pr(T
τ = k) = Pr(τ > T − 1)
= 1− F (T − 1)
= S(T − 1).
Jadi pk dapat disederhanakan menjadi Persamaan (5.8)
pk := Pr(T
τ = k) =

S(k − 1)− S(k), k = 1, . . . , T − 1,
S(T − 1), k = T.
(5.8)
Berdasarkan Persamaan (5.7) dan Persamaan (5.8), didapatkan fmp dari





0 β(s)ds − e−
∫ k
0 β(s)ds, k = 1, . . . , T − 1,
e−
∫ T−1
0 β(s)ds > 0, k = T,
(5.9)
karena






S(T − 1) = e−
∫ T−1
0 β(s)ds.
5.5 Model Multi-Period Mean-Varian
Masalah alokasi aset optimal untuk dana pensiun iuran pasti berdasar-
kan model multi-period mean-varian mengacu pada masalah untuk me-
nemukan strategi investasi optimal yang diterima dengan meminimumkan





{V ar[xT τ ] := E[x2T τ ]− d2},
b.k. E[xT τ ] = d, yk+1 = qyk,







Θ0 = koleksi dari semua strategi yang diterima mulai periode ke−0,
E[ · ] = operator ekspektasi,
V ar[ · ] = operator varian,
d = ekspektasi kekayaan terakhir.
Solusi u∗ dari Persamaan (5.10) disebut sebagai strategi investasi
efisien dengan u∗ = {u∗k; k = 0, 1, . . . , T − 1}. Titik (V ar[xT τ ], d) merupakan
titik efisien yang sesuai dengan strategi investasi pada ruang mean-varian,
sehingga batasan efisien adalah himpunan dari seluruh titik efisien.
Didefinisikan p0 = 0. Dengan hukum total peluang, berdasarkan
Asumsi 3 diperoleh
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xT τ = xs | T τ = s
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Secara singkat hasil yang telah diperoleh dapat dibentuk menjadi Persama-
an (5.11) berikut:





xT τ | T τ = s
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x2T τ | T τ = s
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fungsi tujuan dari model Persamaan (5.12) dengan menggunakan metode
Lagrange. Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:




















− d = 0,





2. Menetapkan pengali Lagrange, yaitu sebesar 2µ dan mensubstitusi-

























































− d2 − 2µd, (5.14)
dan (−d2 − 2µd). Persamaan (5.13) ekivalen dengan masalah optimasi
















Selanjutnya, dibuat transformasi variabel state untuk Persamaan (5.15).






ps(zs − csys)2 + 2µps(zs − csys)
) ,
b.k. yk+1 = qyk, xk+1 = (xk + ckyk)e0k + P
t
kuk,
xk+1 + ck+1yk+1 = (xk + ckyk)e
0









karena xs = zs − csys. Untuk menyelesaikan Persamaan (5.16) digunakan
pendekatan program dinamik.
Misalkan fk(zk, yk) adalah fungsi nilai optimal dari Persamaan (5.16)
mulai dari waktu k dengan state awal zk dan yk, sehingga









b.k. yk+1 = qyk, xk+1 = (xk + ckyk)e0k + P
t
kuk,
xk+1 + ck+1yk+1 = (xk + ckyk)e
0









Dengan prinsip program dinamik, diperoleh persamaan Bellman untuk Per-
samaan (5.16).




pk(zk − ckyk)2 + 2µpk(zk − ckyk) + fk+1(zk+1, yk+1)
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z2k − zkckyk − zkckyk + c2ky2k
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fT (zT , yT ) =pT (zT − cTyT )2 + 2µpT (zT − cTyT )
=pT (z
2
T − 2cT zTyT + c2Ty2T ) + 2µpT (zT − cTyT )
=pT z
2
T − 2pT cT zTyT + pT c2Ty2T + 2µpT zT − 2µpT cTyT ,
sehingga diperoleh persamaan Bellman sebagai Persamaan (5.18) berikut:


















fT (zT , yT ) = pT z
2
T − 2pT cT zTyT + pT c2Ty2T + 2µpT zT − 2µpT cTyT .
(5.18)
Ditetapkan k = 0, maka diperoleh nilai optimal dari Persamaan (5.13)
adalah f0(z0, y0), sehingga


















Sedangkan untuk nilai optimal dari Persamaan (5.16) adalah
f0(z0, y0)− d2 − 2µd = p0z20 + p0c20y20 − 2p0c0z0y0 + 2p0µz0 − 2p0c0µy0
−d2 − 2µd+ min
u∈Θ0
E[f1(z0e00 + c1qy0 + P t0u0, qy0)],
Bentuk dari fk(zk, yk) dapat diperoleh dengan memformulasikan
rangkaian wk, hk, αk, λk, γk dan gk.
wk =pk + wk+1Ak, wT = pT , (5.19)





Dk, αT = 0, (5.21)





















gT = −cTpT ,
(5.24)
dimana
Ak = E[(e0k)2]− E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk],
Bk = q
2 − q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk],
Ck = qE[e0k]− qE[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk],
Dk = E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk],
Jk = E[e0k]− E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk],
Mk = q − qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk],
(5.25)
dengan
E−1[PkP tk] = matriks invers dari E[PkP tk],




( · ) = 0 dan
T−1∏
i=k
( · ) = 1. Dari Persamaan (5.19) dan
(5.20) serta dengan menggunakan Lemma 2.19.1 didapatkan Persama-
an (5.26).
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untuk k = 0, 1, . . . , T . Dengan menggunakan Lemma 2.19.1, Persama-
an (5.21) dan (5.22) juga didapatkan















































































Untuk k = 0, 1, . . . , T − 1, dimisalkan
ηk = c
2













Selanjutnya, Persamaan (5.23) dan Persamaan (5.24) dapat disederhana-





k + (wk+1ck+1 + 2λk+1)ck+1Bk −
λ2k+1
wk+1
(q2 −Bk) = γk+1q2 + ηk,







= gk+1q + ξk.
(5.29)
Dengan Lemma 2.19.1 dan Persamaan (5.29), untuk k = 0, 1, . . . , T , di-
peroleh persamaan γk dan gk sebagai berikut
γk = γk+1q






























Berdasarkan Asumsi 1, dapat diperoleh
Ak = E[(e0k)2]− [e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk] > 0.
Teorema 5.5.1. Misalkan z = zk dan y = yk, solusi untuk persamaan
Bellman (5.18), yaitu fungsi nilai optimal dari masalah Persamaan (5.16)
diberikan oleh
fk(z, y) = wkz
2 + 2λkzy + γky
2 + 2hkµz + 2gkµy + αkµ
2, (5.31)
dimana wk, hk, αk, λk, γk dan gk didefinisikan oleh Persamaan (5.19)-(5.24)
untuk k = 0, 1, . . . , T .
Bukti.
Teorema ini dibuktikan dengan induksi matematik pada k.
1. Untuk k = 1, dengan persamaan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
w1z
2 + 2λ1zy + γ1y
2 + 2h1µz + 2g1µy + α1µ
2
= p1z
2 − 2p1c1zy + p1c21y2 + 2p1µz − 2p1c1µy + (0)µ2
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= p1z
2 − 2p1c1zy + p1c21y2 + 2p1µz − 2p1c1µy.
Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
f1(z, y) = p1z
2 − 2p1c1zy + p1c21y2 + 2p1µz − 2p1c1µy.
Oleh karena itu, untuk k = 1 Persamaan (5.31) berlaku.
2. Untuk k = T , dengan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
wT z
2 + 2λT zy + γTy
2 + 2hTµz + 2gTµy + αTµ
2
= pT z
2 − 2pT cT zy + pT c2Ty2 + 2pTµz − 2pT cTµy + (0)µ2
= pT z
2 − 2pT cT zy + pT c2Ty2 + 2pTµz − 2pT cTµy.
Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
fT (z, y) = pT z
2 − 2pT cT zy + pT c2Ty2 + 2pTµz − 2pT cTµy.
Oleh karena itu, untuk k = T Persamaan (5.31) berlaku.
3. Untuk k = T + 1, dengan Persamaan (5.19)-(5.24), didapatkan
wT+1z
2 + 2λT+1zy + γT+1y
2 + 2hT+1µz + 2gT+1µy + αT+1µ
2
=pT+1z
2 − 2pT+1cT+1zy + pT+1c2T+1y2 + 2pT+1µz
− 2pT+1cT+1µy + (0)µ2
=pT+1z
2 − 2pT+1cT+1zy + pT+1c2T+1y2 + 2pT+1µz
− 2pT+1cT+1µy.
Di samping itu berdasarkan persamaan Bellman (5.18), mengakibat-
kan bahwa
fT+1(z, y) =pT+1z
2 − 2pT+1cT+1zy + pT+1c2T+1y2 + 2pT+1µz
− 2pT+1cT+1µy.
Oleh karena itu, untuk k = T + 1 Persamaan (5.31) berlaku.
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Anggap bahwa untuk k + 1, Persamaan (5.31) berlaku, yaitu
fk+1(z, y) = wk+1z
2 + 2λk+1zy + γk+1y




2 + 2λk+1zy + 2hk+1µz + 2gk+1µy + αk+1µ
2.





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy
+ min
uk









2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1yz
qE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq




+ 2(wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1 + λk+1)yqE[P tk]
+ hk+1µE[P tk])uk}. (5.32)
Diketahui dari Proposisi 2.19.1 bahwa wk+1 > 0. Disamping itu, diketahui
bahwa E[PkP tk] adalah definit positif berdasarkan Asumsi 1. Oleh karena
itu, syarat perlu orde pertama untuk uk memberikan strategi optimal. Hasil
untuk Persamaan (5.32) secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran 1.









2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1yzqE[e0k]
+ 2λk+1ck+1y




{wk+1utkE[PkP tk]uk + 2(wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1
+ λk+1)yqE[P tk] + hk+1µE[P tk])uk}.
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+λk+1)yqE[Pk] + hk+1µE[Pk]) =0
2wk+1u
∗








kE[PkP tk]E−1[PkP tk] =− E−1[PkP tk](wk+1zE[e0kPk] + (wk+1ck+1
+ λk+1)yqE[Pk] + hk+1µE[Pk])
wk+1u
∗
k =− E−1[PkP tk](wk+1zE[e0kPk] + (wk+1ck+1
+ λk+1)yqE[Pk] + hk+1µE[Pk]),
selanjutnya membagi kedua ruas dengan wk+1, sehingga diperoleh strategi
optimal sebagai Persamaan (5.33).
u∗k = −E−1[PkP tk]

















2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1
yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq
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2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1
yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq
+ 2gk+1µqy + αk+1µ
2 − (wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1 + λk+1)







Pembuktian selengkapnya untuk Persamaan (5.34) dapat dilihat pada
Lampiran 2. Kemudian, dengan menyederhanakan Persamaan (5.34) dan









2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1
yzE[qe0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq
+ 2gk+1µqy + αk+1µ
2 − (wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1 + λk+1)















pkc2k + γk+1q2 + (wk+1c2k+1 + 2λk+1ck+1)Bk − λ2k+1wk+1 (q2 −Bk)
y2
+ 2




Hasil selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 3. Selanjutnya, dengan
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2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2 + 2λk+1
yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq
+ 2gk+1µqy + αk+1µ
2 − (wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1 + λk+1)








2 + 2(λk+1Ck − pkck + wk+1ck+1Ck)zy
+
γk+1q2 + pkc2k + (wk+1ck+1 + 2λk+1)ck+1Bk − λ2k+1wk+1 (q2 −Bk)

y2 + 2(pk + hk+1Jk)µz
+ 2














2 − 2λkzy + γky2 + 2hkµz + 2gkµy + αkµ2. (5.35)
Hasil Persamaan (5.35) selengkapnya dapat dilihat pada Lampiran 4. Per-
samaan (5.35) menunjukkan bahwa Persamaan (5.30) terpenuhi untuk
k. Dengan prinsip induksi matematik Persamaan (5.31) berlaku untuk
k = 0, 1, . . . , T dan teorema terbukti.
Teorema 5.5.2. Strategi optimal untuk Persamaan (5.16) diberikan oleh Per-
samaan (5.33).
Bukti.
Karena fungsi nilai optimal dari Persamaan (5.16) adalah Persamaan (5.31),
sehingga memiliki fungsi nilai optimal untuk persamaan Bellman (5.32). Hal
48
ini berakibat bahwa strategi optimal dari Persamaan (5.16) adalah turunan
pertama terhadap uk dari Persamaan (5.32), dengan turunan pertamanya
adalah Persamaan (5.33). Terbukti bahwa strategi optimal untuk Persama-
an (5.16) adalah Persamaan (5.33).
5.6 Strategi Investasi Efisien dan Batasan Efisien
Strategi investasi efisien dan batasan efisien untuk model penelitian
diberikan pada subbab ini. Berdasarkan analisis sebelumnya, diketahui
bahwa nilai optimal dari Persamaan (5.13) adalah
H(z0, y0, µ) = f0(z0, y0)− d2 − 2µd, (5.36)




0 + 2λ0z0y0 + γ0y
2
0 + 2h0µz0 + 2g0µy0 + α0µ
2 − d2 − 2µd
=α0µ
2 + 2µh0z0 + 2µg0y0 − 2µd+ w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20 − d2
=α0µ
2 + 2µ(h0z0 + g0y0 − d) + w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20
− d2. (5.37)
Nilai optimal dari Persamaan (5.10) yang ekivalen dengan Persama-
an (5.12) dapat diperoleh dengan memaksimumkan H(z0, y0, µ)
V ar∗[xT τ ] = max
µ
f0(z0, y0)− d2 − 2µd
= max
µ
H(z0, y0, µ). (5.38)
Proposisi 2.19.1 menunjukkan bahwa α0 < 0. Oleh karena itu,
dengan Persamaan (5.37), solusi optimal dari optimasi Persamaan (5.38)








2α0µ+ 2(h0z0 + g0y0 − d) = 0
(2α0µ+ 2(h0z0 + g0y0 − d) = 0) + (−2(h0z0 + g0y0 − d))




µ∗ = −h0z0 + g0y0 − d
α0
.
Jadi diperoleh solusi optimal sebagai Persamaan (5.39) berikut:
µ∗ = −h0z0 + g0y0 − d
α0
. (5.39)
Substitusi Persamaan (5.39) ke dalam Persamaan (5.33) dan diperhatikan
kondisi z = zk, y = yk dan zk = xk + ckyk, sehingga didapatkan strategi
optimal dari mean-varian Persamaan (5.10) yaitu strategi investasi efisien
sebagai Persamaan (5.40)







































u∗k =− E−1[PkP tk]








Kemudian substitusikan Persamaan (5.39) ke dalam Persamaan (5.38) dan
diketahui bahwa z0 = x0 + c0y0, sehingga nilai optimal dari mean-varian
Persamaan (5.10), yaitu varian minimum yang diperoleh sebagai berikut





{α0µ2 + 2µ(h0z0 + g0y0 − d) + w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20 − d2}
=− 1
α0
(−2λ0y0α0x0 − w0α0c20y20 − 2λ0y20α0c0 − 2w0α0x0c0y0
− w0α0x20 − γ0y20α0 + d2α0 + 2h0c0y20g0 + d2 + 2h20x0c0y0




=− 1 + α0
α0
(
d− h0(x0 + c0y0) + g0y0
1 + α0
)2
+ w0(x0 + c0y0)
2








Adapun untuk Persamaan (5.41) selengkapnya dapat dilihat pada
Lampiran 5.
5.7 Simulasi Numerik
Diberikan simulasi numerik dari hasil yang sudah diperoleh pada sub-
bab sebelumnya. Dalam penelitian ini dilakukan tiga simulasi, yaitu:
1. Simulasi I dimana terdapat iuran pensiun untuk tiap periode dan waktu
akhir bukan merupakan nilai deterministik. Dengan kata lain bahwa
ck > 0 dan β(s) > 0.
2. Simulasi II merupakan kasus dimana tidak ada iuran pensiun untuk
tiap periodenya. Dengan kata lain bahwa ck = 0.
3. Simulasi III dengan waktu akhir deterministik yang berakibat β(s) = 0.
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Diasumsikan bahwa anggota dana pensiun iuran pasti masuk program
dana pensiun pada waktu 0 dan direncanakan pensiun saat T = 20 dan
dianggap bahwa intensitas kematian β(s) selalu bernilai tetap untuk setiap
s ∈ [0, T ], atau dikatakan bahwa β(s) bebas terhadap s. Dana awal yang di-
bayarkan oleh anggota yaitu sebesar x0 = 12 dan gaji awal anggota sebesar





















5.7.1 Simulasi I dengan ck > 0 dan β(s) > 0
Diasumsikan bahwa setiap anggota harus membayar iuran tiap awal
periode untuk k = 0, 1, . . . , T dan waktu akhir bukan merupakan nilai
























dan batasan efisien yaitu




d− h0(12 + 4c0) + 4g0
1 + α0
)2
+ w0(12 + 4c0)
2
+ 8λ0(12 + 4c0) + 16γ0 −
1
1 + α0
(h0(12 + 4c0) + 4g0)
2. (5.43)
Simulasi I dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama diberikan dengan
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nilai β(s) = 0.1 dan ck = 0.4, 0.5, 0.6. Kasus kedua diberikan dengan ck = 0.4
dan β(s) = 0.1, 0.25, 0.5.
Hasil Simulasi I untuk kasus pertama dapat dilihat pada Gambar 5.1.



























Gambar 5.1. Simulasi I untuk Nilai ck yang Berbeda
Pada Gambar 5.1 terlihat bahwa ketika ck = 0.4 nilai titik efisien saat k = 0,
k = 16 dan saat k = 20 secara berturut-turut yaitu (4.7789 × 105, 1.0000),
(2.6499 × 105, 18.9015) dan (0.0000, 29.5755). Dalam hal ini titik efisien me-
rupakan pasangan terurut dari sumbu varian dan sumbu mean dengan
varian merupakan jarak antar mean yang merepresentasikan risiko yang
ditanggung oleh anggota dan mean merupakan pusat dari sebaran data
d, yaitu pusat sebaran data ekspektasi kekayaan terakhir tiap perode k.
Untuk ck = 0.5 titik efisien saat k = 0, k = 16 dan k = 20 bernilai
(6.4153 × 105, 1.0000), (3.6181 × 105, 21.2326) dan (0.0000, 33.9693). Ketika
ck = 0.6 titik efisien untuk k = 0, k = 16 dan titik efisien untuk k = 20 ber-
nilai (8.2928×105, 1.0000), (4.7373×105, 23.5637) dan (0.0000, 38.3632) secara
berturut-turut. Hasil Simulasi I dengan kasus pertama untuk batasan efisien
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secara lebih rinci dapat dilihat pada Lampiran 9.
Strategi investasi efisien ketika ck = 0.4 pada saat k = 0, 16, 19 bernilai
( 60.7373 −3.0985 −19.3928 )t, ( 438.7198 −36.2637 −141.4587 )t dan
( 642.4168 −56.7325 −207.4987 )t, secara berturut-turut. Ketika ck = 0.5
dengan waktu yang sama, didapatkan strategi investasi efisien dengan nilai
( 69.9940 −4.0183 −22.3928 )t, ( 513.1907 −42.2268 −165.4516 )t
dan ( 750.7189 −65.9166 −242.4422 )t, secara berturut-turut.
Ketika prosentase iuran sebesar 0.6 dengan waktu yang
sama secara berturut turut diperoleh strategi investasi sebesar
( 79.2506 −4.9381 −25.3929 )t, ( 587.6617 −48.1898 −189.4445 )t
dan ( 859.0211 −75.1008 −277.3857 )t. Hasil perolehan strategi investasi
efisien untuk Simulasi I kasus pertama secara lebih rinci dapat dilihat pada
Lampiran 13.
Berdasarkan hasil simulasi numerik dapat diketahui bahwa semakin
tinggi nilai ck, semakin tinggi ekspektasi kekayaan terakhir yang diperoleh
untuk periode k > 0 dan semakin tinggi pula risiko yang ditanggung oleh
anggota untuk periode k < 20. Begitu juga dengan strategi investasi efisien
yang menunjukkan bahwa semakin tinggi nilai ck, semakin besar jumlah
yang diinvestasikan dalam aset ke−1 selama periode ke−k, sedangkan
untuk aset ke−2 dan ke−3 jumlah pengembalian investasi semakin besar
untuk setiap periode k.
Hasil Simulasi I untuk kasus kedua dapat dilihat pada Gambar 5.2.
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Gambar 5.2. Simulasi I untuk Nilai β(s) yang Berbeda
Pada Gambar 5.2 terlihat bahwa saat β(s) = 0.1 nilai titik efisien ketika
k = 0, k = 16 dan ketika k = 20 secara berturut-turut bernilai
(4.7789 × 105, 1.0000), (2.6499 × 105, 18.9015) dan (0.0000, 29.5755). Saat
β(s) = 0.25 titik efisien untuk k = 0, k = 16 dan k = 20 bernilai
(7.2838 × 105, 1.0000), (2.7929 × 105, 19.0034) dan (0.0000, 19.9421). Ketika
β(s) = 0.5 titik efisien saat k = 0, k = 16 dan k = 20 secara berturut-turut
sebesar (1.1081 × 106, 1.0000), (0.3874 × 106, 16.2356) dan (0.0000, 16.2522).
Hasil simulasi secara lebih rinci disajikan pada Lampiran 10.
Ketika β(s) = 0.1 untuk k = 0, 16, 19 diperoleh strategi investasi efisien
( 60.7373 −3.0985 −19.3928 )t, ( 438.7198 −36.2637 −141.4587 )t
dan ( 642.4168 −56.7325 −207.4987 )t, secara berturut-turut.
Saat β(s) = 0.25 dengan periode yang sama diperoleh
( 127.4381 −10.4974 −41.0869 )t, ( 813.8696 −77.8779 −263.4743 )t
dan ( 1246.7822 −123.7727 −404.0656 )t. Untuk hasil strategi investasi
efisien ketika β(s) = 0.5 dengan periode yang sama diperoleh
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( 238.4294 −22.8093 −77.1863 )t, ( 1502.5691 −154.2730 −487.4704 )t
dan ( 2347.0153 −245.8179 −761.9110 )t. Secara lebih lengkap hasil
strategi investasi efisien dapat dilihat pada Lampiran 14.
Berdasarkan hasil simulasi numerik dapat diketahui bahwa semakin
tinggi nilai β(s), nilai varian akan semakin besar untuk k < 20, sedangkan
nilai mean akan semakin kecil untuk periode k > 0. Hal ini berarti bahwa
ketika nilai intensitas kematian yang diberikan semakin besar, ekspektasi
kekayaan terakhir yang akan didapatkan semakin kecil saat k > 0, akan te-
tapi risiko yang ditanggung oleh anggota untuk periode k < 20 akan semakin
tinggi. Hasil strategi investasi efisien menunjukkan bahwa semakin tinggi
β(s), semakin besar jumlah yang harus diinvestasikan dalam aset ke−1 se-
lama periode ke−k. Pada aset ke−2 dan ke−3 menunjukkan nilai u2k dan
u3k semakin bernilai negatif. Dengan kata lain pengembalian investasi pada
anggota semakin besar.
5.7.2 Simulasi II (ck = 0 dan β(s)> 0)
Ditetapkan ck = 0 untuk k = 0, 1, . . . , T di dalam simulasi ini. Diketahui
































Di, k = 0, 1, . . . , T,








= (0)2pk + (wk+1ck+1 + 2(0))(0)Bk −
(0)2
wk+1
















Oleh karena itu, berdasarkan Persamaan (5.30), diperoleh γk = gk = 0













gk = −cTpT qT + qT−1
T−1∑
i=k




Dengan demikian, berdasar pada Persamaan (5.40) dan Persamaan (5.41),
strategi investasi efisien dan batasan efisien dapat disederhanakan sebagai
berikut:
u∗k =− E−1[PkP tk]
(xk + ckyk)E[e0kPk] + yk (ck+1 + λk+1wk+1
)
qE[Pk]





(xk + ckyk)E[e0kPk] + yk (0 + 0wk+1
)
qE[Pk]

















d− h0(x0 + c0y0) + g0y0
1 + α0
)2
+ w0(x0 + c0y0)
2





(h0(x0 + c0y0) + g0y0)
2
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=− 1 + α0
α0
(
d− h0(x0 + (0)y0) + (0)y0
1 + α0
)2
+ w0(x0 + (0)y0)
2





(h0(x0 + (0)y0) + (0)y0)
2






































dengan wk, hk dan αk juga diberikan oleh Persamaan (5.26) dan Persama-
an (5.27), sehingga secara berturut-turut strategi investasi dan batasan



























Diberikan tiga nilai β(s) yang berbeda pada Simulasi II, yaitu sebesar
0.1, 0.25 dan 0.5. Hasil dari simulasi kedua disajikan di dalam Gambar 5.3.
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Gambar 5.3. Simulasi II untuk Nilai β(s) yang Berbeda
Gambar 5.3 menunjukkan bahwa saat β(s) = 0.1 nilai titik efisien
untuk k = 0, k = 16 dan k = 20 secara berturut-turut adalah
(6.4431 × 104, 1.0000), (2.8714 × 104, 9.5772) dan (0.0000, 12.0000). Saat
β(s) = 0.25 titik efisien waktu k = 0, k = 16 dan k = 20 sebesar
(1.8979 × 105, 1.0000), (0.5749 × 105, 11.7802) dan (0.0000, 12.0000). Ketika
β(s) = 0.5 titik efisien pada saat k = 0, k = 16 dan k = 20 bernilai
(4.4058 × 105, 1.0000), (1.2387 × 105, 11.9960) dan (0.0000, 12.0000) secara
berturut-turut. Hasil simulasi disajikan lebih rinci pada Lampiran 11.
Strategi investasi efisien saat β(s) = 0.1 untuk
periode k = 0, 16, 20 secara berturut-turut memiliki nilai
( 23.7108 0.5806 −7.3927 )t, ( 140.8359 −12.4117 −45.4870 )t
dan ( 209.2082 −19.9960 −67.7248 )t. Periode yang sama untuk
β(s) = 0.25 memberikan nilai strategi investasi efisien sebesar
( 66.2289 −4.1358 −21.2215 )t, ( 367.8474 −37.5933 −119.3214 )t dan
( 568.9417 −59.9000 −184.7263 )t. Ketika β(s) bernilai 0.5 dengan
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periode yang sama, strategi investasi efisien yang diperoleh yaitu
( 151.2906 −13.5714 −48.8874 )t, ( 848.7234 −90.9353 −275.7239 )t
dan ( 1327.6941 −144.0659 −431.5068 )t. Nilai strategi investasi efisien
yang dihasilkan Simulasi II selengkapnya diberikan pada Lampiran 15.
Berdasarkan hasil simulasi numerik, didapatkan bahwa semakin tinggi
nilai β(s), nilai mean akan menjadi lebih besar untuk 0 < k < 20 dan
untuk varian setiap periode akan lebih tinggi nilainya dengan pengecualian
saat k = 20 . Dengan kata lain bahwa semakin tinggi intensitas kemati-
an yang diberikan mengakibatkan ekspektasi kekayaan terakhir yang akan
diterima untuk 0 < k < 20 dan risiko yang ditanggung oleh anggota pada
periode k < 20 semakin tinggi nilainya. Hasil simulasi numerik untuk strategi
investasi efisien untuk β(s) = 0.1 menunjukkan bahwa semakin tinggi nilai
β(s), semakin tinggi juga jumlah yang harus diinvestasikan untuk aset ke−1
selama periode ke−k dan untuk aset ke−2 dan ke−3 semakin menurun
dan akhirnya menjadi negatif. Nilai negatif mengindikasikan dilakukannya
pengembalian investasi pada anggota.
5.7.3 Simulasi III (ck > 0 dan β(s) = 0)
Ditetapkan bahwa waktu akhir kematian adalah deterministik. Hanya
dengan menetapkan intensitas kematian sebesar β(s) = 0 pada [0, T ], maka
dengan Persamaan (5.9), mengakibatkan pi = 0, i = 1, 2, . . . , T − 1, pT = 1.









































































































gk = −cTpT qT + qT−1
T−1∑
i=k
















































Secara lebih khusus, strategi investasi efisien dan batasan efisien untuk
Simulasi III diberikan oleh Persamaan (5.42) dan Persamaan (5.43), secara
berturut-turut.
Diberikan tiga nilai ck yang berbeda pada simulasi III ini, yaitu sebesar
0.4, 0.5 dan 0.6. Hasil dari simulasi ketiga dapat dilihat pada Gambar 5.4.



























Gambar 5.4. Simulasi III untuk Nilai ck yang Berbeda
Dapat dilihat pada Gambar 5.4 bahwa saat ck = 0.4 nilai titik efisien ketika
k = 0 dan k = 19 secara berturut-turut yaitu (1.3669 × 106, 1.0000) dan
(0.3873 × 106, 51.5757). Saat ck = 0.5 titik efisien ketika k = 0 dan k = 19
terletak pada (1.9428 × 106, 1.0000) dan (0.5471 × 106, 61.4697). Sedangkan
ketika ck = 0.6 titik efisien saat k = 0 dan k = 19 adalah (2.6197×106, 1.0000)
dan (0.7344× 106, 71.3636) secara berturut-turut. Hasil simulasi secara lebih
lengkap disajikan pada Lampiran 12.
Perolehan strategi investasi efisien ketika periode
k = 0, 16, 19 untuk ck = 0.4 memberikan hasil sebesar
( 108.6626 −8.4147 −34.9803 )t, ( 1121.5751 −112.0106 −363.5540 )t
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dan ( 876.1875 −82.6639 −283.5315 )t. Sedangkan untuk besar
prosentase iuran ck = 0.5, strategi investasi efisien yang dihasilkan yaitu
( 129.1074 −10.5756 −41.6192 )t, ( 1337.6484 −133.6811 −433.6024 )t
dan ( 1042.5041 −98.2834 −337.3439 )t. Ketika prosentase iuran yang
ditetapkan sebesar ck = 0.6 diperoleh strategi investasi efisien sebesar
( 149.5523 −12.7364 −48.2582 )t, ( 1155.5181 −113.1627 −374.3340 )t
dan ( 1208.8206 −113.9028 −391.1562 )t. Perolehan strategi investasi
efisien disajikan pada Lampiran 16 untuk lebih lengkapnya.
Berdasarkan hasil simulasi numerik yang diperoleh dapat diketahui
bahwa semakin tinggi nilai ck, nilai dari pusat sebaran data ekspektasi ke-
kayaan terakhir untuk k = 19 akan semakin besar, begitu juga dengan
jarak antar mean juga menjadi lebih besar nilainya untuk setiap k. Dengan
kata lain, semakin besar prosentase iuran dari gaji pokok, semakin besar
ekspektasi kekayaan terakhir yang akan diperoleh saat k = 19 dan
risiko yang ditanggung oleh anggota tiap periode juga semakin besar.
Strategi investasi efisien yang diperoleh menunjukkan bahwa semakin
tinggi prosentase iuran yang ditetapkan menjadikan jumlah yang harus di-
investasikan saat aset ke−1 selama periode ke−k semakin tinggi, sedang-
kan untuk aset ke−2 dan ke−3 untuk periode ke−k mengindikasikan bahwa
u2k dan u
3
k nilainya semakin negatif. Dengan kata lain jumlah pengembalian




Berdasarkan tujuan dari tesis ini, dapat diambil kesimpulan bahwa:
1. Telah didapatkan model alokasi aset untuk dana pensiun iuran pasti
risiko kematian dan dengan mengganti pendapatan stokastik pada pe-
nelitian Yao, dkk (2014) dengan pendapatan deterministik q.
2. Simulasi I menunjukkan bahwa semakin besar prosentase iuran dari
gaji pokok, semakin besar pula ekspektasi dari kekayaan terakhir yang
diperoleh untuk periode k > 0 dan risiko yang ditanggung oleh anggota
untuk periode k < T . Selanjutnya semakin besar nilai dari intensitas
kematian yang diberikan, ekspektasi kekayaan terakhir yang diperoleh
akan semakin kecil untuk periode k > 0 dan sebaliknya untuk risiko
yang ditanggung oleh anggota akan semakin besar saat periode k <
T . Pada Simulasi II menunjukkan bahwa semakin besar intensitas
kematian, risiko yang ditanggung oleh anggota akan semakin tinggi
untuk k < T , begitu juga dengan ekspektasi kekayaan terakhir yang
diperoleh untuk periode 0 < k < T . Pada Simulasi III dapat disimpul-
kan bahwa semakin besar nilai prosentase iuran dari gaji pokok yang
diberikan akan mengakibatkan semakin besar ekspektasi kekayaan
terakhir yang diperoleh saat k = T − 1 dan begitu pula dengan risiko
yang ditanggung oleh anggota akan semakin tinggi pada setiap k. Ke-
seluruhan simulasi menunjukkan bahwa semakin besar prosentase
iuran maupun intensitas kematian akan mengakibatkan jumlah yang
diinvestasikan saat periode ke−k untuk aset ke−1 semakin besar dan
63
64
untuk aset ke−i dengan i ∈ (1, n] dalam periode ke−k semakin kecil
dan hampir keseluruhan bernilai negatif. Jika bernilai negatif berarti
dilakukan pengembalian investasi pada anggota.
6.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya dapat digunakan kerangka multi-period
mean absolute deviation. Selain itu dikarenakan pada tesis ini pembahas-
an difokuskan hanya pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan penelitian
untuk dana pensiun manfaat pasti.
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Lampiran 1. Pengonversian Persamaan Bellman (5.18) Menjadi Persamaan (5.32) untuk Fungsi k
Persamaan Bellman (5.18) dapat diubah menjadi Persamaan (5.32) dengan mempertimbangkan fungsi
fk+1(ze
0
k + ck+1qy + P
t






2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + min
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+ 2λk+1ze
0












2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + min
uk






























2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + min
uk























2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ min
uk





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ min
uk





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ min
uk
{wk+1utkE[PkP tk]uk + 2(wk+1zE[e0kP tk] + (wk+1ck+1 + λk+1)yqE[P tk] + hk+1µE[P tk])uk}.
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Lampiran 2. Pensubstitusian Persamaan (5.33) ke dalam Persamaan (5.32)





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2 + wk+1utkE[PkP tk]u∗k





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2






































2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2






























2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2




































2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2 + (E−1[PkP tk](wk+1zE[e0kP tk]

































2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2 + (1− 2)(wk+1zE[e0kP tk]


















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2 − (wk+1zE[e0kP tk]
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Lampiran 3. Penyederhanaan Persamaan (5.34) dengan Persamaan (5.25)





2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ (−wk+1zE[e0kP tk]− wk+1ck+1yqE[P tk]− λk+1yqE[P tk]− hk+1µE[P tk])E−1[PkP tk](












2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ (−wk+1zE[e0kP tk]− wk+1ck+1yqE[P tk]− λk+1yqE[P tk]− hk+1µE[P tk])
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2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k]
+ γk+1y
2q2 + 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
− wk+1zE[e0kP tk]E−1[PkP tk]zE[e0kPk]− wk+1zE[e0kP tk]E−1[PkP tk]yck+1qE[Pk]
− wk+1zE[e0kP tk]E−1[PkP tk]y
λk+1
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− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]zE[e0kPk]− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]yck+1qE[Pk]
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2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k]
+ γk+1y
2q2 + 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
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− wk+1z2E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]− wk+1zyck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]− zyλk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]
− zµhk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− wk+1ck+1yzqE[P tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]− wk+1c2k+1y2q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]
− ck+1y2λk+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− ck+1yµhk+1qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− λk+1yzqE[P tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]
− λk+1y2ck+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]−
λ2k+1
wk+1

















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
− wk+1z2E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]− 2wk+1zyck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]− 2zyλk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]
− 2zµhk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− wk+1c2k+1y2q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− 2ck+1y2λk+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]
− 2ck+1yµhk+1qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]−
λ2k+1
wk+1













2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E(e0k)2 + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
− wk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]z2 − 2wk+1ck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy − 2λk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy
− 2hk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]zµ− wk+1c2k+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2 − 2λk+1ck+1qE[P tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]y2
− 2hk+1ck+1qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µy −
λ2k+1
wk+1









2 + wk+1E[(e0k)2]z2 − wk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]z2 − 2pkckzy + 2wk+1ck+1qE[e0k]zy
− 2wk+1ck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy + 2λk+1qE[e0k]zy − 2λk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy + 2pkµz
+ 2hk+1E[e0k]µz − 2hk+1[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µz + αk+1µ2
h2k+1
wk+1














q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2 − 2pkckµy + 2gk+1qµy + 2hk+1ck+1qµy











2 + wk+1(E[(e0k)2]− E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk])z2 − 2pkckzy + 2wk+1ck+1(qE[e0k]− qE[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk])zy
77





(E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk])µ2 + pkc2ky2 + γk+1q2y2 + wk+1c2k+1(q2 − q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk])y2
+ 2λk+1ck+1(q






(q2 − q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk])y2































2 − 2pkckµy + 2gk+1qµy












































fk(z, y) =(pk + wk+1Ak)z





































2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2




















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
+ (−wk+1zE[e0kP tk]− (wk+1ck+1 + λk+1)yqE[P tk]− hk+1µE[P tk])(
E−1[PkP tk]zE[e0kPk] + E−1[PkP tk]yck+1qE[Pk] + E−1[PkP tk]
λk+1
wk+1









2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2





− wk+1zE[e0kP tk]E−1[PkP tk]µ
hk+1
wk+1
E[Pk]− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]zE[e0kPk]− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]yck+1qE[Pk]
− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]y
λk+1
wk+1
qE[Pk]− wk+1ck+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]µ
hk+1
wk+1
E[Pk]− λk+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]zE[e0kPk]
− λk+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]yck+1qE[Pk]− λk+1yqE[P tk]E−1[PkP tk]y
λk+1
wk+1
















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
− wk+1z2E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]− wk+1zyck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]− zyλk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]
− zµhk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− wk+1ck+1yzqE[P tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]− wk+1c2k+1y2q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]
− ck+1y2λk+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− ck+1yµhk+1qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]− λk+1yzqE[P tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]
− λk+1y2ck+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]−
λ2k+1
wk+1


















2 − 2pkckzy + 2pkµz − 2pkckµy + wk+1z2E[(e0k)2] + wk+1c2k+1y2q2 + 2wk+1ck+1yzqE[e0k] + γk+1y2q2
+ 2λk+1yzqE[e0k] + 2λk+1ck+1y2q2 + 2hk+1µzE[e0k] + 2hk+1µck+1yq + 2gk+1µqy + αk+1µ2
− wk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]z2 − 2wk+1ck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy − 2λk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy
− 2hk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µz − wk+1c2k+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2 − 2λk+1ck+1q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2
− 2hk+1ck+1qE[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µy −
λ2k+1
wk+1









2 + wk+1E[(e0k)2]z2 − wk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]z2 − 2pkckzy + 2wk+1ck+1qE[e0k]zy
− 2wk+1ck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy + 2λk+1qE[e0k]zy − 2λk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy + 2pkµz + 2hk+1E[e0k]µz
− 2hk+1[e0kP tk]E−1[PkP tk]µz + αk+1µ2 −
h2k+1
wk+1
E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µ2 + pkc2ky2 + γk+1q2y2 + wk+1c2k+1q2y2










q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2 − 2pkckµy + 2gk+1qµy + 2hk+1ck+1qµy












2 + wk+1E[(e0k)2]z2 − wk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk]z2 + 2λk+1qE[e0k]zy − 2λk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy
− 2pkckzy + 2wk+1ck+1qE[e0k]zy − 2wk+1ck+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]qE[Pk]zy + γk+1q2y2 + pkc2ky2 + wk+1c2k+1q2y2










q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk]y2 − 2pkµz + 2hk+1E[e0k]µz − 2hk+1E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk]µz















2 + wk+1(E[(e0k)2]− E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[e0kPk])z2 + 2λk+1(qE[e0k]− qE[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk])zy − 2pkckzy











(q2 − q2E[P tk]E−1[PkP tk]E[Pk])y2 + 2pkµz + 2hk+1(E[e0k]− E[e0kP tk]E−1[PkP tk]E[Pk])µz + 2gk+1qµy





















































y2 + 2pkµz + 2hk+1Jkµz
+ 2
(

























y2 + 2(pk + hk+1Jk)µz + 2
(

















2 − 2λkzy + γky2 + 2hkµz + 2gkµy + αkµ2.
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Lampiran 5. Perhitungan Varian Minimum Persamaan (5.41)





{α0µ2 + 2µ(h0z0 + g0y0 − d) + w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20 − d2}
= max
µ
{α0µ2 + 2µh0z0 + 2µg0y0 − 2µd+ w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20 − d2}
=α0(µ
∗)2 + 2µ∗h0z0 + 2µ
∗g0y0 − 2µ∗d+ w0z20 + 2λ0z0y0 + γ0y20 − d2.
Mensubstitusikan µ∗ ke dalam persamaan.
V ar∗[xT τ ] =α0
(





















0 + 2λ0z0y0 + γ0y
2
0 − d2.
Mensubstitusikan z0 ke dalam persamaan.
V ar∗[xT τ ] =α0
(
















−h0(x0 + c0y0) + g0y0 − d
α0
)
d+ w0(x0 + c0y0)
2




Menjabarkan bentuk aljabar persamaan.
V ar∗[xT τ ] =−
1
α0
(−2λ0y0α0x0 − w0α0c20y20 − 2λ0y20α0c0 − 2w0α0x0c0y0 − w0α0x20 − γ0y20α0 + d2α0 + 2h0c0y20g0 + d2








+ w0(x0 + c0y0)
2 + 2λ0(x0 + c0y0)y0 + γ0y
2
0 −
(h0(x0 + c0y0) + g0y0)
2
1 + α0




d− h0(x0 + c0y0) + g0y0
1 + α0
)2
+ w0(x0 + c0y0)





(h0(x0 + c0y0) + g0y0)
2.
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Lampiran 6. Listing Program Simulasi I
HitungL
1 - function lambda=HitungL(k,w,p,T,Ck,ck)
2
3 - for i=1:T+1










1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;











6 - beta = 0.1;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 - E0 = 1.2468; %EkNol^2
9 - E1 = 1.0430; %EkNol
10 - q = 1.0284; %q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.0004]; %EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.0446]; %EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18 - xi = zeros(T+1,1);
19 - z = zeros(T,1);
20 - x = zeros(T+1,1);
21 - y = zeros(T+1,1);
22 - d = zeros(T+1,1);
23 - var = zeros(1,T+1);
24




29 - Ak = E0-(EeP’*inv(E)*EeP);
30
31 - for k=1:T+1
32 - a = sum(p(k:T+1));
33 - w(k) = a*(Ak^(T-(k-1)));
34 - end
35
36 - Jk = E1-(EeP’*inv(E)*EPk);
37
38 - for k=1:T+1
39 - a = sum(p(k:T+1));
40 - h(k) = a*(Jk^(T-(k-1)));
41 - end
42
43 - Ck = (q*E1)-(EeP’*inv(E)*q*EPk);
44
45 - for k=1:T+1
46 - if k<T+1
47 - b = sum(p(k:T+1));
48 - c = sum(w(k+1:T+1));
49 - lambda(k) = (c-b)*ck*(Ck^(T-(k-1)));
50 - elseif k==T+1
51 - b = p(T+1);




56 - Dk = EPk’*inv(E)*EPk;
57
58 - e = 0;
59 - for k=1:T
60 - f = (h(k+1)^2)/(w(k+1));
61 - e = e+f;
88
62 - end
63 - alpha0 = -e*Dk;
64
65 - Bk = (q^2)*(1-Dk);
66
67 - for k=1:T





72 - f = 0;
73 - for k=1:T
74 - f = f+eta(k);
75 - end
76 - gamma0 = (ck*(p(T+1)^2)*((q^2))^T)+f*((q^2)^(T-1));
77
78 - Mk = q*(1-Dk);
79
80 - for k=1:T




84 - g = 0;
85 - for k=1:T
86 - g = g+xi(k);
87 - end
88 - g0 = (-ck*p(T+1)*(q^T))+(g*(q^(T-1)));
89
90 - y(1) = 4;
91 - x(1) = 12;
92 - z(1) = x(1)+(ck*y(1));
93 - for k=2:T+1
94 - y(k) = q*y(k-1);
95 - x(k) = z(k-1);
96 - if k<T+1






103 - d(1) = 1;
89
104 - s = 0;
105 - for k=2:T+1




110 - for k=1:T
111 - temp = ((h(1)*(x(1)+(ck*y(1))))+((g0*y(1))-d(k)))/alpha0;
112






















132 - hold on
133 - n = zeros(3, 1);
134 - n(1) = plot(var,d,’m--’,’LineWidth’,2);
135 - n(2) = plot(var,d,’r-’,’LineWidth’,2);
136 - n(3) = plot(var,d,’b--’,’LineWidth’,2);
137 - legend(n, ’\beta(s)=0.1’,’\beta(s)=0.25’,’\beta(s)=0.5’);
138 - grid on
139 - xlabel (’Varian’);
140 - ylabel (’Mean’);
90
Lampiran 7. Listing Program Simulasi II
HitungL
1 - function lambda=HitungL(k,w,p,T,Ck,ck)
2
3 - for i=1:T+1










1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;











6 - beta = 0.1;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 - E0 = 1.2468; %EkNol^2
9 - E1 = 1.0430; %EkNol
10 - q = 1.0284; %q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.0004]; %EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.0446]; %EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18 - xi = zeros(T+1,1);
19 - z = zeros(T,1);
20 - x = zeros(T+1,1);
21 - y = zeros(T+1,1);
22 - d = zeros(T+1,1);
23 - var = zeros(1,T+1);
24




29 - Ak = E0-(EeP’*inv(E)*EeP);
30
31 - for k=1:T+1
32 - a = sum(p(k:T+1));
33 - w(k) = a*(Ak^(T-(k-1)));
34 - end
35
36 - Jk = E1-(EeP’*inv(E)*EPk);
37
38 - for k=1:T+1
39 - a = sum(p(k:T+1));
40 - h(k) = a*(Jk^(T-(k-1)));
41 - end
42
43 - Ck = (q*E1)-(EeP’*inv(E)*q*EPk);
44
45 - for k=1:T+1
46 - if k<T+1
47 - b = sum(p(k:T+1));
48 - c = sum(w(k+1:T+1));
49 - lambda(k) = (c-b)*ck*(Ck^(T-(k-1)));
50 - elseif k==T+1
51 - b = p(T+1);




56 - Dk = EPk’*inv(E)*EPk;
57
58 - e = 0;
59 - for k=1:T
60 - f = (h(k+1)^2)/(w(k+1));
61 - e = e+f;
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62 - end
63 - alpha0 = -e*Dk;
64
65 - Bk = (q^2)*(1-Dk);
66
67 - for k=1:T





72 f = 0;
73 - for k=1:T
74 - f = f+eta(k);
75 - end
76 - gamma0 = (ck*(p(T+1)^2)*((q^2)^T))+f*((q^2)^(T-1));
77
78 - Mk = q*(1-Dk);
79
80 - for k=1:T




84 - g = 0;
85 - for k=1:T
86 - g = g+xi(k);
87 - end
88 - g0 = (-ck*p(T+1)*(q^T))+(g*(q^(T-1)));
89
90 - y(1) = 4;
91 - x(1) = 12;
92 - z(1) = x(1)+(ck*y(1));
93 - for k=2:T+1
94 - y(k) = q*y(k-1);
95 - x(k) = z(k-1);
96 - if k<T+1






103 - d(1) = 1;
93
104 - s = 0;
105 - for k=2:T+1




110 - for k=1:T
111 - temp = ((h(1)*(x(1)+(ck*y(1))))+((g0*y(1))-d))/alpha0;
112
113 - ut = (-inv(E)*EeP*(x(k)))+(temp*(h(k+1)/w(k+1))
*inv(E)*EPk);
114












127 - hold on
128 - n = zeros(3, 1);
129 - n(1) = plot(var,d,’m--’,’LineWidth’,2);
130 - n(2) = plot(var,d,’r-’,’LineWidth’,2);
131 - n(3) = plot(var,d,’b--’,’LineWidth’,2);
132 - legend(n, ’\beta(s)=0.1’,’\beta(s)=0.25’,’\beta(s)=0.5’);
133 - grid on
134 - xlabel (’Varian’);
135 - ylabel (’Mean’);
94
Lampiran 8. Listing Program Simulasi III
HitungL
1 - function lambda=HitungL(k,w,p,T,Ck,ck)
2
3 - for i=1:T+1










1 - function p=peluang(beta,k,T)
2
3 - if k==1
4 - p=0;











6 - beta = 0;
7 - E = [0.2365 0.0719 0.1184; 0.0719 0.3449 0.1378;
0.1184 0.1378 0.3262];
8 - E0 = 1.2468; %EkNol^2
9 - E1 = 1.0430; %EkNol
10 - q = 1.0284; %q
11 - EPk = [-0.0255;0.0015;0.0004]; %EPk
12 - EeP = [-0.0827;-0.0924;-0.0446]; %EePk
13 - p = zeros(T+1,1);
14 - w = zeros(T+1,1);
15 - h = zeros(T+1,1);
16 - lambda = zeros(T+1,1);
17 - eta = zeros(T+1,1);
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18 - xi = zeros(T+1,1);
19 - z = zeros(T,1);
20 - x = zeros(T+1,1);
21 - y = zeros(T+1,1);
22 - d = zeros(T+1,1);
23 - var = zeros(1,T);
24




29 - Ak = E0-(EeP’*inv(E)*EeP);
30
31 - for k=1:T+1
32 - a = sum(p(k:T+1));
33 - w(k) = Ak^(T-(k-1));
34 - end
35
36 - Jk = E1-(EeP’*inv(E)*EPk);
37
38 - for k=1:T+1
39 - a = sum(p(k:T+1));
40 - h(k) = Jk^(T-(k-1));
41 - end
42
43 - Ck = (q*E1)-(EeP’*inv(E)*q*EPk);
44
45 - for k=1:T+1
46 - if k<T+1
47 - b = 1;
48 - c = sum(w(k+1:T+1));
49 - lambda(k) = ck*(c-b)*(Ck^(T-(k-1)));
50 - elseif k==T+1
51 - b = p(T+1);




56 - Dk = EPk’*inv(E)*EPk;
57
58 - for k=1:T
59 - d = (Jk^2)/(Ak);
60 - end
61 - alpha0 = (d^(T-1))*(-T*Dk);
96
62
63 - Bk = (q^2)*(1-Dk);
64





69 f = 0;
70 - for k=1:T
71 - f = f+eta(k);
72 - end
73 - gamma0 = ((ck^2)*((q^2)^T))+f*((q^2)^(T-1));
74
75 - Mk = q*(1-Dk);
76
77 - for k=1:T




81 - g = 0;
82 - for k=1:T
83 - g = g+xi(k);
84 - end
85 - g0 = (-ck*(q^T))+(g*(q^(T-1)));
86
87 - y(1) = 4;
88 - x(1) = 12;
89 - z(1) = x(1)+(ck*y(1));
90 - for k=2:T+1
91 - y(k) = q*y(k-1);
92 - x(k) = z(k-1);
93 - if k<T+1






100 - s = 0;
101 - for k=1:T
102 - if k<T
103 - d(k) = 1;
97
104 - elseif k==T




110 - for k=1:T
111 - temp = ((h(1)*(x(1)+(ck*y(1))))+((g0*y(1))-d(k)))
/alpha0;
112






















132 - hold on
133 - n = zeros(3, 1);
134 - n(1) = plot(var,u,’m--’,’LineWidth’,2);
135 - n(2) = plot(var,u,’r-’,’LineWidth’,2);
136 - n(3) = plot(var,u,’b--’,’LineWidth’,2);
137 - legend(n, ’c_k=0.4’,’c_k=0.5’,’c_k=0.6’);
138 - grid on
139 - xlabel (’Varian’);
140 - ylabel (’Mean’);
98
Lampiran 9. Batasan Efisien Hasil Simulasi I saat β(s) = 0.1 dengan
Tiga Nilai ck Berbeda
k ck = 0.4 ck = 0.5 ck = 0.6
var (×105) d var (×105) d var (×105) d
0 4.7789 1.0000 6.4153 1.0000 8.2928 1.0000
1 4.7382 1.2942 6.3621 1.3323 8.2254 1.3703
2 4.5590 2.6069 6.1433 2.7149 7.9639 2.8228
3 4.3826 3.9266 5.9235 4.1307 7.6967 4.3348
4 4.2105 5.2434 5.7054 5.5651 7.4276 5.8869
5 4.0435 6.5490 5.4909 7.0058 7.1598 7.4626
6 3.8826 7.8366 5.2816 8.4421 6.8960 9.0477
7 3.7281 9.1005 5.0787 9.8653 6.6381 10.6302
8 3.5805 10.3361 4.8830 11.2681 6.3878 12.2001
9 3.4400 11.5397 4.6953 12.6444 6.1461 13.7490
10 3.3066 12.7085 4.5159 13.9892 5.9138 15.2700
11 3.1803 13.8401 4.3450 15.2987 5.6917 16.7574
12 3.0610 14.9330 4.1828 16.5698 5.4799 18.2067
13 2.9485 15.9861 4.0291 17.8002 5.2786 19.6143
14 2.8427 16.9987 3.8839 18.9881 5.0879 20.9776
15 2.7432 17.9705 3.7470 20.1325 4.9075 22.2945
16 2.6499 18.9015 3.6181 21.2326 4.7373 23.5637
17 2.5624 19.7921 3.4969 22.2881 4.5769 24.7842
18 2.4805 20.6426 3.3831 23.2992 4.4260 25.9558
19 2.4038 21.4539 3.2764 24.2661 4.2843 27.0783
20 0.0000 29.5755 0.0000 33.9693 0.0000 38.3632
99
Lampiran 10. Batasan Efisien Hasil Simulasi I saat ck = 0.4 dengan
Tiga Nilai β(s) Berbeda
k β(s) = 0.1 β(s) = 0.25 β(s) = 0.5
var (×105) d var (×105) d var (×106) d
0 4.7789 1.0000 7.2838 1.0000 1.1081 1.0000
1 4.7382 1.2942 6.6712 3.0083 0.8633 5.3512
2 4.5590 2.6069 5.9124 5.6346 0.6825 8.9895
3 4.3826 3.9266 5.2945 7.9071 0.5730 11.4412
4 4.2105 5.2434 4.7925 9.8587 0.5053 13.0811
5 4.0435 6.5490 4.3851 11.5242 0.4627 14.1710
6 3.8826 7.8366 4.0543 12.9379 0.4356 14.8915
7 3.7281 9.1005 3.7857 14.1324 0.4183 15.3655
8 3.5805 10.3361 3.5673 15.1375 0.4071 15.6762
9 3.4400 11.5397 3.3897 15.9801 0.3999 15.8791
10 3.3066 12.7085 3.2450 16.6844 0.3952 16.0111
11 3.1803 13.8401 3.1270 17.2713 0.3922 16.0968
12 3.0610 14.9330 3.0308 17.7592 0.3903 16.1523
13 2.9485 15.9861 2.9523 18.1638 0.3890 16.1881
14 2.8427 16.9987 2.8881 18.4987 0.3882 16.2112
15 2.7432 17.9705 2.8357 18.7753 0.3877 16.2261
16 2.6499 18.9015 2.7929 19.0034 0.3874 16.2356
17 2.5624 19.7921 2.7579 19.1912 0.3872 16.2417
18 2.4805 20.6426 2.7294 19.3456 0.3870 16.2457
19 2.4038 21.4539 2.7060 19.4723 0.3869 16.2482
20 0.0000 29.5755 0.0000 19.9421 0.0000 16.2522
100
Lampiran 11. Batasan Efisien Hasil Simulasi II dengan Tiga Nilai β(s)
Berbeda
k β(s) = 0.1 β(s) = 0.25 β(s) = 0.5
var (×104) d var (×105) d var (×105) d
0 6.4431 1.0000 1.8979 1.0000 4.4058 1.0000
1 6.3708 1.1420 1.6424 2.6544 3.1112 4.7216
2 5.8579 2.1752 1.3499 4.7216 2.2702 7.5854
3 5.4141 3.1102 1.1426 6.3316 1.8258 9.3224
4 5.0292 3.9562 0.9937 7.5854 1.5804 10.3760
5 4.6944 4.7216 0.8853 8.5619 1.4405 11.0150
6 4.4026 5.4143 0.8054 9.3224 1.3589 11.4026
7 4.1477 6.0410 0.7460 9.9147 1.3106 11.6376
8 3.9245 6.6081 0.7015 10.3760 1.2818 11.7802
9 3.7286 7.1212 0.6678 10.7352 1.2644 11.8667
10 3.5564 7.5854 0.6422 11.0150 1.2540 11.9191
11 3.4046 8.0055 0.6226 11.2329 1.2477 11.9510
12 3.2707 8.3857 0.6076 11.4026 1.2438 11.9703
13 3.1522 8.7296 0.5960 11.5347 1.2415 11.9820
14 3.0473 9.0408 0.5871 11.6376 1.2401 11.9891
15 2.9541 9.3224 0.5802 11.7178 1.2393 11.9934
16 2.8714 9.5772 0.5749 11.7802 1.2387 11.9960
17 2.7977 9.8078 0.5707 11.8288 1.2384 11.9976
18 2.7321 10.0164 0.5675 11.8667 1.2382 11.9985
19 2.6736 10.2052 0.5650 11.8962 1.2381 11.9991
20 0 12.0000 0 12.0000 0 12.0000
101
Lampiran 12. Batasan Efisien Hasil Simulasi III dengan Tiga Nilai ck
Berbeda
k ck = 0.4 ck = 0.5 ck = 0.6
var (×106) d var (×106) d var (×106) d
0 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
1 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
2 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
3 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
4 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
5 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
6 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
7 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
8 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
9 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
10 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
11 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
12 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
13 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
14 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
15 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
16 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
17 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
18 1.3669 1.0000 1.9428 1.0000 2.6197 1.0000
19 0.3873 51.5757 0.5471 61.4697 0.7344 71.3636
102
Lampiran 13. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi I saat β(s) ber-
nilai 0.1 dengan Tiga Nilai ck Berbeda
k u∗k













































































































































































































Lampiran 14. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi I saat ck = 0.4
dengan Tiga Nilai β(s) Berbeda
k u∗k













































































































































































































Lampiran 15. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi II saat ck = 0
dengan Tiga Nilai β(s) Berbeda
k u∗k













































































































































































































Lampiran 16. Strategi Investasi Efisien Hasil Simulasi III saat β(s) ber-
nilai 0 dengan Tiga Nilai ck Berbeda
k u∗k













































































































































































































Lampiran 17. Sertifikat Bebas Plagiasi
